
Laboratorńı úloha

Studium volného pádu a měřeńı t́ıhového
zrychleńı

1.1 Úkol měřeńı

1. Změřte závislost doby pádu na výšce pro dvě ocelové kuličky r̊uzného pr̊uměru.

2. Pro obě kuličky zpracujte graf závislosti výšky na době pádu, vypočtěte t́ıhové zrychleńı a
jeho nejistotu a výsledky porovnejte s mı́stńı hodnotou t́ıhového zrychleńı pro Prahu.

1.2 Teoretický úvod

1.2.1 Gravitačńı zákon
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Obrázek 1.1: K gravitačńımu
zákonu.

Podle Newtonova gravitačńıho zákona je velikost gravitačńı
śıly, kterou na sebe p̊usob́ı dva hmotné body, př́ımo úměrná
součinu jejich hmotnost́ı a nepř́ımo úměrná druhé mocnině
jejich vzdálenosti. Pomoćı vzorce můžeme psát

FG = G
mM

r2
, (1.1)

kde m, M jsou hmotnosti hmotných bod̊u, r je jejich
vzájemná vzdálenost a G, konstanta úměrnosti, je experi-
mentálně určená gravitačńı konstanta

G = (6,674 08± 0,000 31) · 10−11 m3 · kg−1 · s−2.

Gravitačńı śıla je přitažlivá, zavedeme-li FG jako vektor
śıly, kterým p̊usob́ı bod o hmotnosti M na bod o hmotnosti m, můžeme vzorec (1.1) přepsat do
tvaru

FG = −G
mM

r2
r0 = −G

mM

r3
r, (1.2)

kde r je polohový vektor bodu o hmotnosti m vzhledem k bodu o hmotnosti M a r0 = r/r je
př́ıslušný jednotkový vektor. Podle zákona akce a reakce plat́ı pro śılu F′

G, kterou p̊usob́ı bod o
hmotnosti m na bod o hmotnosti M vztah F′

G = −FG.
Vztah (1.2) plat́ı přesně pro hmotné body. Pro rozlehlá tělesa je třeba př́ıslušný vztah naj́ıt

rozložeńım objemů těles na nekonečně malé elementy a
”
seč́ıst“ jednotlivé elementárńı př́ıspěvky
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pomoćı integrálu. Dá se (pracně ale př́ımočaře) ukázat, že vztah (1.2) plat́ı přesně i pro koule o
hmotnostech M a m se sféricky-symetricky rozloženou hmotou, polohový vektor r je pak definován
pomoćı geometrických střed̊u kouĺı. Vztah (1.2) plat́ı i pro śılu p̊usob́ıćı mezi kouĺı a hmotným
bodem.

1.2.2 T́ıhové pole Země

V tomto odstavci postupně prozkoumáme pohyb tělesa v poli Země a pro názornost tak postupně
učińıme v několika přibĺıžeńıch, která budeme postupně zpřesňovat.

Země jako nerotuj́ıćı koule

Předpokládejme nejdř́ıve, že Země je koule o poloměru RZ, hmotnosti M = MZ, se sféricky sy-
metricky rozloženou hmotou a předpokládejme nejdř́ıve, že nerotuje kolem své osy. Budeme dále
předpokládat, že těleso o hmotnosti m, jehož pohyb budeme zkoumat, je vzhledem k Zemi natolik
malé, že jej můžeme považovat za hmotný bod a že plat́ı m ≪ MZ. Zanedbáme-li vliv atmosféry1,
bude jedinou silou p̊usob́ıćı na toto volně se pohybuj́ıćı těleso gravitačńı śıla FG daná vzorcem (1.2).

Pohyb tělesa můžeme vyřešit dosazeńım gravitačńı śıly do II. Newtonova pohybového zákona,
č́ımž dostaneme pohybovou rovnici

ma = FG ⇒ m
d2r

dt2
= −G

mMZ

r3
r ⇒

d2r

dt2
+G

MZ

r3
r = 0, (1.3)

k jejmuž řešeńı potřebujeme znát počátečńı podmı́nky (pro polohový vektor a jeho derivaci – vektor
rychlosti) v nějakém čase t0. Z rovnice (1.3) je ihned vidět, že pohyb tělesa volně se pohybuj́ıćıho
v gravitačńım poli nezáviśı na jeho hmotnosti m.

Přesné analytické řešeńı rovnice (1.3) je sice známé2, ale pro řešeńı mnoha praktických problémů
je zbytečně komplikované. Komplikovanost řešeńı rovnice (1.3) je zapř́ıčiněna

”
složitou funkčńı

závislost́ı“ vztahu pro gravitačńı śılu (1.2) – jej́ı velikost neńı konstantńı (klesá s druhou mocninou
vzdálenosti r) a konstantńı neńı ani jej́ı směr (mı́̌ŕı do geometrického středu koule).

Situace se výrazně zjednoduš́ı, pokud se omeźıme na popis pohybu v omezeném prostoru
v bĺızkosti povrchu Země. Zavedeme-li v daném mı́stě na Zemi lokálńı kartézské souřadnice tak, že
kladný směr osy z mı́̌ŕı ve směru jednotkového vektoru r0 a osa z má nulovou hodnotu na povrchu
Země, můžeme pro z-ovou složku vektoru gravitačńı śıly psát

FGz = −G
mMZ

(RZ + z)2
. (1.4)

Tento vztah popisuje, jak klesá velikost gravitačńı śıly se vzdálenost́ı z od povrchu Země. Pro malé
vzdálenosti z můžeme vzorec (1.4) aproximovat Taylorovým rozvojem se středem v bodu z = 0
jako

FGz = −
GmMZ

R2
Z

[

1− 2
z

RZ

+ 3

(

z

RZ

)2

− . . .

]

. (1.5)

Omeźıme-li se tedy na malé výšky z (v porovnáńı s poloměrem Země), můžeme členy v hranaté
závorce zanedbat oproti jedničce a psát

FGz ≈ −mag, kde ag =
GMZ

R2
Z

, (1.6)

1Atmosféra se projevuje dvoj́ım zp̊usobem; jednak těleso nadlehčuje d́ıky vztlaku a jednak brzd́ı jeho pohyb
p̊usobeńım odporové śıly.

2Jedná se o tzv. Keplerovu úlohu, z jej́ıhož řešeńı vyplývá, že tělesa se v centrálńım silovém poli pohybuj́ı po
kuželosečkových trajektoríıch.
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Obrázek 1.2: Aproximace centrálńıho pole polem homogenńım.

kde ag je velikost gravitačńıho zrychleńı na povrchu Země. Dosad́ıme-li za gravitačńı konstantu,
hmotnost Země MZ = 5,972 19 × 1024 kg a rovńıkový poloměr Země RZ = Rr = 6378,14 km,
dostaneme ag = 9,7980m·s−2.

Rozd́ıl mezi vztahy (1.5) a (1.6) roste s rostoućı výškou z, ponecháńım druhého členu v hranaté
závorce ve vztahu (1.5) snadno zjist́ıme, že velikost gravitačńıho zrychleńı v bĺızkosti povrchu Země
klesá s rychlost́ı cca 0,003m·s−2 na každý kilometr.

Jelikož gravitačńı śıla mı́̌ŕı do středu Země, sv́ıraj́ı vertikály (lokálńı osy z) v r̊uzných mı́stech
na povrchu Země navzájem nenulový úhel δ, pro který plat́ı

δ =
s

RZ

,

kde s je vzdálenost (délka oblouku) daných mı́st na povrchu Země (aproximované jako koule), viz
obrázek 1.2. Dosazeńım do tohoto vztahu snadno zjist́ıme, že úhel, který vertikály navzájem sv́ıraj́ı
čińı cca 0,54′ na každý kilometr vzdálenosti, jinými slovy, bĺızké vertikály jsou v́ıceméně navzájem
rovnoběžné, viz obrázek 1.2.
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Obrázek 1.3: T́ıhové zrych-
leńı.

Proto můžeme za pomoci lokálńıch kartézských souřadnic na po-
vrchu Země nahradit centrálńı gravitačńı pole homogenńım polem
a gravitačńı śılu (1.2) nahradit (aproximovat) vztahem

FGh = mag kde ag = [0, 0,−ag], (1.7)

kde ag je definováno vztahem (1.6).

Země jako rotuj́ıćı koule

Vezmeme-li v úvahu, že Země se otáč́ı kolem své osy (s perio-
dou T = 1 hvězdný den3), tak vztažná soustava pevně spojená se
Zemı́ je nutně neinerciálńı, a abychom v ńı mohli použ́ıvat Newto-
novy zákony, muśıme zavést setrvačné śıly. V tomto př́ıpadě bereme
v úvahu śılu odstředivou a śılu Coriolisovu.

Pro velikost odstředivé śıly p̊usob́ıćı na hmotný bod o hmotnosti
m v rotuj́ıćı vztažné soustavě plat́ı

Fo = mao = mω2R, (1.8)

3Jeden hvězdný den se přibližně rovná 23h 56m.
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kde ao je velikost odstředivého zrychleńı, ω je velikost úhlové rychlosti rotace a R je vzdálenost
hmotného bodu od osy rotace. Odstředivá śıla mı́̌ŕı kolmo od osy rotace.

Coriolisova śıla p̊usob́ı pouze na tělesa, která se vzhledem k rotuj́ıćı vztažné soustavě pohybuj́ı
a plaźı pro ni

FC = 2mv× ω, (1.9)

kde v je vektor rychlosti tělesa vzhledem k rotuj́ıćı vztažné soustavě a ω je vektor4 úhlové rychlosti
otáčeńı vztažné soustavy. Coriolisova śıla je silou gyroskopickou (neměńı velikost rychlosti těles,
pouze jejich směr), v souvislosti s rotaćı Země se projevuje jen slabě a v rámci tohoto textu jej́ı
účinky zanedbáme5.

Celková śıla p̊usob́ıćı na volně se pohybuj́ıćı těleso popisované ze vztažné soustavy pevně spojené
s rotuj́ıćı Zemı́ je tedy dána vektorovým součtem FG + Fo.

Úlohu můžeme zjednodušit, stejně jako v předchoźım př́ıpadě, pokud se omeźıme na popis
pohybu v omezeném prostoru v bĺızkosti povrchu Země. Výsledek se lǐśı pouze t́ım, že tzv. vektor
t́ıhového zrychleńı g je dán součtem vektoru gravitačńıho a odstředivého zrychleńı g = ag + ao,
nemı́̌ŕı obecně do středu Země a jeho velikost záviśı na zeměpisné š́ı̌rce φ (s rostoućı velikost́ı
zeměpisné š́ı̌rky roste, maxima jsou na pólech, minimum na rovńıku).

Kdyby tedy Země byla koule o poloměru RZ, na rovńıku by platilo R = RZ, odstředivá śıla na
rovńıku mı́̌ŕı radiálně od středu Země opačným směrem, nežli śıla gravitačńı. Pro velikost t́ıhového
zrychleńı na rovńıku by tedy platilo

grov = ag − ao =
GMZ

R2
Z

−
4π2

T 2
RZ = 9,7641m · s−2,

cože je o 0,0339m·s−2 méně než na pólech, kde plat́ı R = 0km a t́ıhové zrychleńı je zde rovno
zrychleńı gravitačńımu (gpól = ag).

I v tomto př́ıpadě můžeme zavést v r̊uzných mı́stech lokálńı kartézské souřadnice, mı́stńı ver-
tikály však nemaj́ı radiálńı směr (do středu Země), ale mı́stńı směr t́ıhového zrychleńı (tan snadno
urč́ıme pomoćı olovnice). V bĺızkosti povrchu Země v omezeném prostoru pak můžeme t́ıhové pole
opět považovat za homogenńı a pro t́ıhovou śılu psát

Fg = mg kde g = [0, 0,−g], (1.10)

Země jako rotuj́ıćı rotačńı elipsoid

Situace je ve skutečnosti ještě o něco složitěǰśı, nebot’ Země je d́ıky své rotaci na pólech mı́rně
zploštělá (polárńı poloměr Země je Rp = 6356,75 km) a svým tvarem připomı́ná rotačńı elipsoid.
Proto je i velikost gravitačńıho zrychleńı na povrchu Země funkćı zeměpisné š́ı̌rky. Pro výpočet
velikosti t́ıhového zrychleńı u hladiny moře je možné využ́ıt přibližný empirický vzorec6

g = gr(1 + γ2 sin
2 φ+ γ4 sin

4 φ), (1.11)

kde ge = 9,780 327m·s−2 je t́ıhové zrychleńı na rovńıku, φ je zeměpisná š́ı̌rka a γ2 = 0,005 279 2
a γ4 = 0,000 023 2 jsou korekčńı koeficienty. Z vzorce (1.11) tedy vyplývá, že t́ıhové zrychleńı na
rovńıku má velikost grov ≈ 9,78m·s−2, na pólech gpól ≈ 9,83m·s−2 a v Praze (φ = 50◦ 06′) pak

4Tento vektor má směr osy rotace, jeho orientace se určuje pravidlem pravé ruky
5Dá se např́ıklad ukázat, že Coriolisova śıla vychýĺı kuličku puštěnou volným pádem z Petř́ınské rozhledny (z výšky

60m) o 6,5mm na východ.
6Skutečná hodnota t́ıhového zrychleńı se na r̊uzných mı́stech na Zemi mı́rně lǐśı i od tohoto vzorce, Země nemá

pravidelný tvar a zemská k̊ura má v r̊uzných mı́stech r̊uznou hustotu.
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gPraha ≈ 9,81m·s−2. S nadmořskou výškou t́ıhové zrychleńı klesá, stejně jak bylo ukázáno výše,
rychlost́ı cca 0,003m·s−2 na každý kilometr.

T́ıhové pole v omezeném prostoru v bĺızkosti povrchu Země můžeme považovat za homogenńı,
vektor t́ıhové śıly v lokálńıch kartézských souřadnićıch zavést pomoćı vztahu (1.10) a pro hodnotu
velikosti t́ıhového zrychleńı použ́ıt vztah (1.11).

1.2.3 Pohyb v t́ıhovém poli Země

Vyšetřit pohyb tělesa (hmotného bodu) v t́ıhovém poli Země je snadné. Zanedbáme-li opět odpor
vzduchu, můžeme pohybovou rovnici spolu se vztahem pro t́ıhovou śılu (1.10) psát ve tvaru

m
d2r

dt2
= m

dv

dt
= mg ⇒

dv

dt
= g. (1.12)

Jelikož vektor g nyńı (v omezeném prostoru) považujeme za konstantńı, můžeme rovnici (1.12)
snadno zintegrovat

dv = g dt ⇒

∫ v

v0

dv′ =

∫ t

0

g dt′ ⇒ v =
dr

dt
= gt+ v0, (1.13)

kde v0 je rychlost hmotného bodu v čase t = 0 (počátečńı podmı́nka). Ze vztahu (1.13) ještě
integraćı vypočteme závislost polohového vektoru na čase

dr = (gt+ v0) dt ⇒

∫ r

r0

dr′ =

∫ t

0

(gt′ + v0) dt
′ ⇒ r =

1

2
gt2 + v0t+ r0, (1.14)
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Obrázek 1.4: Pádostroj.

kde r0 je polohový vektor hmotného bodu v čase t = 0 (počátečńı
podmı́nka).

Př́ıklad: svislý vrh

Z mı́sta o polohovém vektoru r0 = [0, 0, h] (z výšky h) vrhneme těleso
vertikálńım směrem počátečńı rychlost́ı v0 = [0, 0, v0]. Jelikož plat́ı
g = [0, 0,−g], dostaneme dosazeńım do jednotlivých složek vztahu
(1.14) postupně

x(t) = 0, y(t) = 0, z(t) = −
1

2
gt2 + v0t+ h.

Dobu pádu τ dostaneme dosazeńım z = 0 a vyřešeńım kvadratické
rovnice

h =
1

2
gτ 2 − v0τ. (1.15)

1.3 Experiment

Experiment funguje tak, že ocelová kulička se poušt́ı z r̊uzných výšek hi a měř́ı se př́ıslušná doba
pádu τi. K měřeńı se zde použ́ıvá jednoduché zař́ızeńı, kterému se ř́ıká pádostroj, viz obr. 1.4.
Ocelová kulička 1 je držena v horńı části pádostroje malým neodymovým magnetem. Stisknut́ım

spouště 2 se kulička uvolńı a dopadne na detektor dopadu 3 . Informace o uvolněńı kuličky a

jej́ım dopadu se přenáš́ı do časovače přes konektory 4 a 5 . Držák s kuličkou se posouvá nahoru

a dol̊u po tyči s centimetrovým děleńım 6 , k uvolněńı a uchyceńı držáku se použ́ıvá šroub 7 .
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Obrázek 1.5: Časovač / č́ıtač.

Časovač / č́ıtač pro měřeńı doby pádu kuličky je zobrazen na obrázku 1.5. Otočným přeṕınačem
1 se voĺı režim př́ıstroje, doba pádu kuličky se měř́ı v poloze ∆tAB, př́ıstroj umožňuje měřit s

rozlǐseńım 0,1 s, 1ms a 0,1ms. Stisknut́ım tlač́ıtka RESET 2 se nuluje displej, kontakt uvolněńı

kuličky se připojuje ke svorce IN START/COUNT 3 , čidlo dopadu kuličky ke svorkám IN

STOP 4 (je třeba respektovat barvy svorek). Př́ıstroj se zaṕıná a vyṕıná vyṕınačem na napájećım
kabelu.

1.4 Zpracováńı naměřených hodnot

Pro kuličku daného pr̊uměru se pro r̊uzné výšky hi naměř́ı př́ıslušné doby pádu τi. Naměřené dvojice
bod̊u (τi, hi) se metodou nejmenš́ıch čtverc̊u7 prolož́ı polynomem druhého stupně

h = a2τ
2 + a1τ + a0. (1.16)

Z porovnáńı vztah̊u (1.15) a (1.16) je zřejmé, že t́ıhové zrychleńı odpov́ıdá koeficientu u kvadra-
tického členu a plat́ı

g = 2a2, σg = 2σa2 .

Koeficient a1 odpov́ıdá počátečńı rychlosti kuličky a vzhledem ke konstrukci uvolňovaćıho mecha-
nismu kuličky by jeho hodnota měla být bĺızká nule.

Koeficient a0 odpov́ıdá rozd́ılu mezi skutečnou výškou pádu kuličky a hodnotou nastavenou na
tyči s centimetrovým děleńım. Jelikož výška pádu kuličky pro danou rysku na tyči záviśı na pr̊uměru
kuličky, je obt́ıžné na tyči nastavovat skutečnou výšku pádu. Dı́ky zpracováńı metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u je však možno postupovat tak, že na jednotlivé rysky děleńı tyče se nastavuje spodńı
okraj držáku kuličky ( 8 , viz obr. 1.4). T́ım sice docháźı k systematické chybě v nastaveńı výšky
pádu, ta se však neprojev́ı ve výsledku (velikost naměřeného t́ıhového zrychleńı), ale v hodnotě
koeficientu a0.

1.5 Postup měřeńı

1. Vyberte si jednu ocelovou kuličku, změřte jej́ı pr̊uměr a hmotnost.

2. Na pádostroji popsaném v odstavci 1.3 pro několik (v́ıce než 10) r̊uzných výšek hi změřte
doby pádu kuličky τi.

7K tomuto účelu můžete použ́ıt Univerzálńı nástroj na kresleńı graf̊u na adrese
http://herodes.feld.cvut.cz/mereni/.
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3. Postupem popsaným v odstavci 1.4 vypočtěte velikost t́ıhového zrychleńı a jeho nejistotu,
naměřenou hodnotu porovnejte s mı́stńı hodnotou pro Prahu.

4. Vypracujte graf závislosti výšky pádu na době pádu (naměřené hodnoty proložte polynomem
2. stupně, z něhož jste určili t́ıhové zrychleńı).

5. Body 1–4 zopakujte pro kuličku jiného pr̊uměru.
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1.7 Dodatek – vliv atmosféry

1.7.1 Vztlak

V tekutinách, tedy i v atmosféře – vzduchu – na tělesa p̊usob́ı vztlaková śıla. Ta je podle Ar-
chimédova zákona rovna t́ıze tekutiny vytlačené objemem tělesa, p̊usob́ı proti t́ıhové śıle a pro
výslednici sil, p̊usob́ıćıch na těleso jež je vzhledem k tekutině v klidu, plat́ı

F′

g = Fg + Fvz = mg− ρ0V g = (ρ− ρ0)V g, (1.17)

kde ρ0 je hustota tekutiny (atmosféry), ρ je pr̊uměrná hustota tělesa a V je jeho objem.

1.7.2 Odpor prostřed́ı

Pokud se těleso pohybuje v tekutině, p̊usob́ı na něj odporová śıla, která je projevem vazkosti
tekutiny. Obecně je tato śıla složitou funkćı rychlosti, tvaru a velikosti tělesa a viskozity tekutiny.
K výpočtu velikosti odporové śıly můžeme použ́ıt přibližný empirický Newton̊uv vzorec

Fr ≈
1

2
Cρ0Sv

2, (1.18)

kde C je koeficient postihuj́ıćı tvar tělesa (pro kouli pohybuj́ıćı se
”
větš́ı rychlost́ı“ plat́ı8 C ≈ 0, 5),

ρ0 je hustota tekutiny, S je čelńı pr̊uřez tělesa a v je velikost rychlosti tělesa vzhledem k tekutině.
Vyšetřeme nyńı, podobně jako v odstavci 1.2.3, volný pád z výšky h s uvažováńım odporu

prostřed́ı popsaným pomoćı vzorce (1.18). Pro jednoduchost budeme uvažovat nulovou počátečńı
rychlost. Pro z-ovou složku vektoru rychlosti plat́ı

m
dvz
dt

= −mg +
1

2
Cρ0Sv

2
z . (1.19)

8Velikost koeficientu C pro daný tvar tělesa záviśı na tzv. Reynoldsově č́ısle.
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Člen popisuj́ıćı odporovou śılu má kladné znaménko, nebot’ těleso pohybuj́ıćı se volným pádem se
pohybuje záporným směrem osy z a odporová śıla má směr opačný oproti vektoru rychlosti, tedy
kladný. Postupně dostaneme

dvz
dt

= −g +
Cρ0S

2m
v2z ⇒

dvz

−g + Cρ0S

2m
v2z

= dt ⇒

∫ vz

0

dv′z
−g + Cρ0S

2m
v′2z

=

∫ t

0

dt′ ⇒

−

√

2m

Cρ0gS
argtanh

(
√

Cρ0S

2mg
vz

)

= t ⇒ vz = −

√

2mg

Cρ0S
tanh

(

√

Cρ0gS

2m
t

)

. (1.20)

Z výsledku (1.20) vzhledem k vlastnostem funkce hyperbolický tangens vyplývá, že velikost rychlosti
vz nar̊ustá od nuly až k limitńı hodnotě

|vz|max =

√

2mg

Cρ0S
.

Využijeme-li vztah pro Taylor̊uv rozvoj funkce hyperbolický tangens

tanh x = x−
1

3
x3 +

2

15
x5 − . . . ,

dostaneme

vz = −gt+
Cρ0Sg

2

6m
t3 − . . . . (1.21)

odkud je vidět, že těleso se zpočátku, dokud je velikost odporové śıly malá, pohybuje s konstantńım
zrychleńım o velikosti g.

Integraćı vztah̊u (1.21) a (1.20) dostaneme

z(t) = h−
1

2
gt2 +

Cρ0Sg
2

24m
t4 − · · · = h−

2m

Cρ0S
ln

[

cosh

(

√

Cρ0gS

2m
t

)]

. (1.22)
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