
Laboratorńı úloha

Stanoveńı Youngova modulu pružnosti

v tahu př́ımou metodou

1.1 Úkol měřeńı

1. Určete Young̊uv modul pružnosti v tahu př́ımou metodou pro dva vzorky r̊uzných materiál̊u
a výsledky porovnejte s tabulkovými hodnotami.

1.2 Teoretický úvod

1.2.1 Mechanické napět́ı

Na rozd́ıl od idealizovaných tuhých těles, p̊usob́ı-li vněǰśı śıly na tělesa reálná, mohou zp̊usobit
změnu jejich objemu, tvaru (ohnut́ı, zkrouceńı, pomačkáńı, . . . ), př́ıpadně i zlomeńı, přetržeńı, atp.
V těchto př́ıpadech hovoř́ıme pružnosti a pevnosti těles.

F−F

Obrázek 1.1: K mechanickému
napět́ı.

Uvažujme tyč, která je na jednom konci pevně vetknuta ve stěně
a na druhém konci namáhána tahovou silou F, viz obrázek 1.1.
Tyč je v klidu a v rovnováze, nicméně jej́ı stav se lǐśı od
př́ıpadu, kdy neńı namáhána. Rozd́ıl je v př́ıtomnosti mecha-
nického napět́ı v celém objemu tyče, které je zp̊usobeno tahovou
silou. O př́ıtomnosti tohoto napět́ı se můžeme přesvědčit takto. Tyč
rozř́ızneme myšleným řezem kolmým k jej́ı ose. Jelikož se odř́ıznutá
část tyče nacháźı v klidu, muśı v mı́stě řezu p̊usobit śıla −F, která
kompenzuje tahovou śılu F. Tato śıla p̊usob́ı v libovolném řezu tyče

a je zprostředkována meziatomovými silami materiálu tyče. Mı́rou mechanického napět́ı materiálu
je veličina

σ =
F

S
,

kde S je pr̊uřez, kterou nazýváme jednoduše mechanickým napět́ım a měř́ıme ji v pascalech, stejně
jako tlak v plynech a kapalinách.

V předchoźım myšlenkovém pokusu jsme si intuitivně vybrali rovinu řezu kolmou k podélné
ose tyče, normálový vektor roviny řezu je tedy kolineárńı se silovou reakćı −F. V tomto př́ıpadě
hovoř́ıme o tzv. normálovém napět́ı. Jelikož rovina myšleného řezu může být obecně volena na-
prosto libovolně, může silová reakce s jej́ı orientovanou normálou sv́ırat libovolný úhel a mechanické
napět́ı v tomto obecném př́ıpadě nemůže být popsáno skalárńı veličinou, obecně se tedy jedná o
veličinu tenzorovou. V následuj́ıćım textu však mechanickým napět́ım budeme mı́t na mysli napět́ı
normálové.
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1.2.2 Hook̊uv zákon

Budeme-li namáhat tyč délky l0 v tahu podélně p̊usob́ıćı silou o velikosti F , dojde k jej́ımu prod-
loužeńı na délku l. Pokud neńı p̊usob́ıćı śıla př́ılǐs velká, je prodloužeńı ∆l = l − l0 př́ımo úměrné
jej́ı velikosti a plat́ı Hook̊uv zákon

∆l ∼ F.

Po odstraněńı tahové śıly dojde k opětovnému zkráceńı tyče na p̊uvodńı délku l0. Hovoř́ıme o
tzv. pružné deformaci. Experimenty ukazuj́ı, že pružné prodloužeńı tyče je př́ımo úměrné jej́ı délce
l0 a nepř́ımo úměrné jej́ımu pr̊uřezu S0, takže Hook̊uv zákon můžeme psát ve tvaru

∆l =
l0

ES0

F, (1.1)

kde konstanta úměrnosti E se nazývá Young̊uv modul pružnosti, záviśı na materiálu tyče (je to
materiálová konstanta) a měř́ıme ji v pascalech. Hook̊uv zákon plat́ı i pro deformaci v tlaku a obě
deformace popisuje stejný Young̊uv modul pružnosti. Ze vzorce (1.1) je možné vyloučit geometrické
rozměry tyče t́ım, že zavedeme relativńı prodloužeńı (deformaci) tyče ε = ∆l/l0 a mechanické napět́ı
σ = F/S0. Vzorec tak přejde do tvaru

ε =
σ

E
. (1.2)

1.2.3 Napět’ový diagram

Výše zmı́něný Hook̊uv zákon plat́ı pouze pro malá napět́ı, závislost σ(ε) obecně neńı lineárńı,
graficky ji zobrazujeme do tzv. napět’ového diagramu, viz obrázek 1.2.

ε

σ

A

B

C

D

O

Obrázek 1.2: Napět’ový diagram.

Hook̊uv zákon plat́ı v lineárńı oblasti napět’ového dia-
gramu až do tzv. meze úměrnosti (bod A). Poté následuje
krátká oblast konč́ıćı tzv. meźı pružnosti, neboli elasticity
(bod B). Až do tohoto bodu se tyč po uvolněńı p̊usob́ıćı
śıly vraćı na p̊uvodńı délku l0, i když Hook̊uv zákon již
neplat́ı. Dále následuje oblast plastické deformace, kdy se
po uvolněńı p̊usob́ıćı śıly tyč již nevraćı do p̊uvodńı délky.
Tato oblast obsahuje tzv. mez kluzu (bod C), při jej́ımž
dosažeńı docháźı k nár̊ustu relativńıho prodloužeńı i bez
daľśıho zvyšováńı napět́ı v d̊usledku tečeńı materiálu tyče,
při kterém docháźı ke změně vnitřńı struktury. Při daľśım
r̊ustu napět́ı může doj́ıt k překročeńı meze pevnosti (bod D)
a k přetržeńı tyče.

V posledńım úseku napět’ového diagramu (mezi body
C a D) se zdá, že s rostoućım relativńım prodloužeńım
docháźı k poklesu mechanického napět́ı, což ale neńı pravda.
Zdánlivý pokles napět́ı je dán zmenšováńım pr̊uřezu tyče S
při jej́ım namáháńı. Protože je prakticky nemožné měřit namáháńım zmenšovaný pr̊uřez tyče,
vztahujeme tahovou śılu k p̊uvodńımu pr̊uřezu tyče S0, č́ımž docháźı k onomu zdánlivému poklesu.
Skutečné mechanické napět́ı F/S je rostoućı funkćı, na obrázku je naznačeno přerušovanou čarou.

1.2.4 Hystereze

V oblasti plastické deformace se již obvykle projevuje pamět’ deformovaného materiálu, kterou je
možné názorně ilustrovat na tzv. hysterezńı smyčce BCDEB, viz obrázek 1.3.
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Obrázek 1.3: Hysterezńı
smyčka.

Při prvotńı deformaci materiálu prob́ıhá deformace podle pa-
nenské křivky AB, která je zpočátku lineárńı (Hook̊uv zákon). Při
následném poklesu napět́ı se vsak deformace měńı podle křivky BC,
při uvolněńı napět́ı z̊ustává trvalá deformace εC odpov́ıdaj́ıćı bodu C.
K jej́ımu odstraněńı je pak zapotřeb́ı tlakového napět́ı σD (bod D).

1.2.5 Změna objemu

Uvažujme tyč ve tvaru kvádru o rozměrech a × b × c. Necht’ podél
strany a p̊usob́ı malá tahová śıla o velikosti F . Podle Hookova zákona
bude pro relativńı prodloužeńı tyče platit ε = ∆a/a = σ/E. Přesná
měřeńı ukazuj́ı, že s podélným prodloužeńım tyče docháźı rovněž
k jej́ımu př́ıčnému zúžeńı, relativńı zúžeńı η = ∆b/b = ∆c/c je př́ımo
úměrné podélnému relativńımu prodloužeńı a plat́ı

η = −kε,

kde k je tzv. Poissonovo č́ıslo a jedná se o materiálový parametr. Pro změnu objemu tyče namáhané
podélným tahem tedy dostaneme

∆V = (a+∆a)(b+∆b)(c +∆c)− abc ⇒
∆V

V
≈ (1− 2k)ε.

Pro běžné technické materiály se hodnota Poissonova č́ısla obvykle pohybuje v intervalu 0,25 ∼

0,35, takže při namáhán tahem docháźı ke zvětšováńı jejich obejmu. Materiálové parametry E a k
plně určuj́ı elastické vlastnosti homogenńı izotropńı látky.

1.3 Experiment

1.3.1 Zrcátková metoda
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Obrázek 1.4: Zrcádková metoda.

Jelikož docháźı jen k velmi malým délkovým změnám,
provád́ıme vlastńı měřeńı velikosti prodloužeńı zkou-
maného materiálu při namáháńı v tahu tzv. zrcátkovou
metodou.

Měřeńı provád́ıme tak, že měřený drát o délce l
a pr̊uměru d nejprve zatěžuje závaž́ı o hmotnosti m0,
zavěšené na konci páky P o délce q (viz obr. 1.4), které
má za účel drát narovnat.

Vzdálenost uchyceńı drátu od osy otáčeńı O je p. Na
ose otáčeńı páky P je umı́stěno zrcátko Z, ve kterém se
odráž́ı stupnice S. Odraženou stupnici v zrcátku pozoru-
jeme dalekohledem D. Zavěšeńı daľśıho závaž́ı na konec
páky P zp̊usob́ı nár̊ust t́ıhové śıly1 o hodnotu ∆G = ∆mg,
kde ∆m je hmotnost přidaného závaž́ı (a tedy změna
hmotnosti zatěžuj́ıćı páku) a g je t́ıhové zrychleńı, dojde
k prodloužeńı drátu o ∆l a v d̊usledku toho se zrcátko Z
pootoč́ı o úhel ϕ. Podle zákon̊u geometrické optiky, otoč́ı-

li se rovinné zrcadlo o úhel ϕ, otoč́ı se odražený paprsek o úhel dvojnásobný. Pootočeńı zrcátka Z

1Ta na drát ovšem p̊usob́ı přes pákový mechanismus.
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se projev́ı v dalekohledu t́ım, že mı́sto d́ılku n0, který byl ve středu nitkového kř́ıže dalekohledu
při zat́ıžeńı hmotnost́ı m0, posune se do středu nitkového kř́ıže d́ılek n (v našem př́ıpadě bude
odpov́ıdat jednomu d́ılku 1 mm). Za předpokladu, že prodloužeńı ∆l je značně menš́ı než délka
drátu l a vzdálenost zrcátka od stupnice a, můžeme pro určeńı úhlu ϕ použ́ıt vztah

∆n

a
= tg 2ϕ ≈ 2ϕ ⇒ ϕ =

∆n

2a
, (1.3)

kde ∆n = n− n0. Prodlouž́ı-li se drát o ∆l, pootoč́ı se páka P o úhel ϕ a dle obrázku 1.4 pro úhel
ϕ plat́ı vztah

∆l

p
= tg ϕ ≈ ϕ. (1.4)

Vyloučeńım úhlu ϕ ze vztah̊u (1.3) a (1.4) dostaneme vztah pro relativńı prodloužeńı ε ve tvaru

ε =
∆l

l0
=

p∆n

2al0
. (1.5)

Dosad́ıme-li do vztahu (1.1) za relativńı prodloužeńı z (1.5), a polož́ıme-li F = q∆G/p a S0 = πd2/4,
dostaneme pro Young̊uv modul pružnosti E vztah

E =
8gal0q

πd2p2
∆m

∆n
. (1.6)

Prakticky je velmi obt́ıžné stanovit délku nezat́ıženého drátu, nebot’ může být (je) zkroucený.
Počátečńı délku l0 tedy změř́ıme při základńım zat́ıžeńı jedńım závaž́ım2 o hmotnosti m0. Takto
zat́ıžený (narovnaný) drát budeme považovat za

”
nezat́ıžený“.

Dalekohled nastav́ıme tak, aby byla vidět ostře stupnice i nitkový kř́ıž. Vzdálenost zrcátka od
stupnice nastav́ıme na 1 m. Podle materiálu měřeného drátu a podle jeho pr̊uměru voĺıme velikost
závaž́ı a postupně přikládáme pět kus̊u zvoleného závaž́ı. Potom postupně ub́ıráme až k základńımu
zat́ıžeńı, které slouž́ı k narovnáńı drátu.

1.3.2 Zpracováńı naměřených dat

Měřeńı bychom mohli orientačně vyhodnotit tak, že do vztahu (1.6) kromě geometrických rozměr̊u
a t́ıhového zrychleńı dosad́ıme ∆m = 5 × m1, kde m1 je hmotnost jednoho závaž́ı a ∆n = ∆n5,
což je př́ıslušné posunut́ı nitkového kř́ıže po stupnici. My však budeme postupovat jinak, abychom
využili všech naměřených dat a ověřili si, že byly splněny vstupńı předpoklady.

Vzorec (1.6) přeṕı̌seme do tvaru
∆n = α∆m, (1.7)

kde

α =
8gal0q

πd2p2E
(1.8)

jde konstanta úměrnosti. Dvojice hodnot [∆mi,∆ni], kde ∆mi = im1 vyneseme do grafu. Body
by měly ležet na př́ımce procházej́ıćı počátkem. Tyto body pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u3

2I když drát t́ımto zat́ıž́ıme a dojde k jeho prodloužeńı o ∆l
′ a vlastně neměř́ıme délku l0, ale l0 + ∆l

′, plat́ı
∆l

′
≪ l0, takže naměřenou délku můžeme považovat za délku nezat́ıženého drátu l0. Př́ıslušné prodloužeńı ∆l

′ je
bezpečně maskováno nejistotou měřeńı délky drátu pomoćı pásmového měřidla.

3Za t́ımto účelem můžete použ́ıt Univerzálńı nástroj pro kresleńı graf̊u na adrese
http://herodes.feld.cvut.cz/mereni/. Pozorného čtenáře jistě napadne, že naměřená data by bylo možné proložit
př́ımkou procházej́ıćı počátkem, nebot’ určováńım koeficientu B (který by měl být nulový) se zbytečně připravujeme
o jeden stupeň volnosti. Situace je většinou taková, že drát je i při základńım zat́ıžeńı ještě mı́rně zkroucen a
hodnota ∆n1 je zpravidla zat́ıžena jistou systematickou chybou, která je použitým postupem kompenzována.
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prolož́ıme př́ımkou
∆n = A∆m+B, (1.9)

d́ıky ńıž źıskáme hodnoty parametr̊u A a B (a jejich nejistoty). Porovnáńım vztah̊u (1.9) a (1.7)
dostaneme dosazeńım do vztahu (1.8) vzorec pro výpočet Youngova modulu pružnosti

E =
8gal0q

πd2p2A
,

nejistotu urč́ıme standardńım zp̊usobem.

1.3.3 Postup měřeńı

Upozorněńı: Před zahájeńım operaćı s měř́ıćım zař́ızeńım je nezbytné si nasadit na obličej ochranný
št́ıt.

1. Změřte délku drátu kovovým pásmovým měř́ıtkem při základńım zat́ıžeńı s přesnost́ı na mi-
limetry4, změřte vzdálenost zrcátka a stupnice.

2. Posuvkou změřte (několikrát a co nejpřesněji) délku páky q a vzdálenost p upevněńı drátu
na páce P od osy otáčeńı O.

3. Změřte (alespoň 10×) pr̊uměr drátu mikrometrem na r̊uzných mı́stech, abyste si ověřili kon-
stantńı pr̊uměr drátu.

4. Podle materiálu a pr̊uměru drátu volte velikost závaž́ı. Pro slabš́ı drát použijte sadu p̊ulkilových
závaž́ı a pro silněǰśı drát sadu kilových závaž́ı.

5. Pomoćı dalekohledu odečtěte na stupnici
”
nulovou“ hodnotu n′

0
, přidávejte jednotlivá závaž́ı

a odeč́ıtejte př́ıslušné hodnoty n′

i
, kde i = 1, . . . , 5, abyste mohli vypoč́ıtat ∆n′

i
= n′

i
− n′

0
.

6. Označte n′′

5 = n′

5, postupně odeb́ırejte jednotlivá závaž́ı a v dalekohledu odeč́ıtejte hodnoty
n′′

i
, kde i = 4, . . . , 0, abyste mohli vypoč́ıtat ∆n′′

i
= n′′

i
− n′′

0
. Po měřeńı je na aparatuře

zavěšeno jen závaž́ı pro vyrovnáńı drátu.

7. Vypočtěte ∆ni = (∆n′

i
+∆n′′

i
)/2.

8. Do grafu vyneste hodnoty [∆mi,∆ni] a metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je proložte př́ımkou, viz
odstavec 1.3.2.

9. Z naměřených hodnot vypočtěte Young̊uv modul pružnosti daného materiálu, viz odstavec
1.3.2.

10. Měřeńı zopakujte pro vzorek z druhého materiálu.
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1.5 Dodatek – Vybrané vlastnosti některých materiál̊u

Materiál E G k
[1010 Pa] [1010 Pa] -

Hlińık 7,07 2,64 0,34
Měd’ 12,3 4,55 0,35
Olovo 1,6 0,56 0,44

Diamant 112 52 0,1
Zinek 9,0 3,6 0,25

Železo α 21,2 8,2 0,29
Ocel 20-21 7,9-8,9 0,25-0,33

Ocel (1% C) 21,0 8,1 0,29
Ocel svářećı 20,4 7,9 0,29

Bronz 9,7-10,2 3,3-3,7 0,34-0,40
Bronz fosforový 12,0 4,36 0,38

Mosaz 9,9 4,2 0,37
Dural 7,25 2,75 0,34

Plexisklo 0,33 0,12 0,35

Tabulka 1.1: Young̊uv modul pružnosti E, modul pružnosti ve smyku G a Poissonova konstanta k
pro vybrané pevné látky za pokojové teploty.

17. zář́ı 2013, Milan Červenka, milan.cervenka@fel.cvut.cz
(úprava p̊uvodńıho textu [1])
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