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milan.cervenka@fel.cvut.cz

26. prosince 2020
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3.2.1 Určeńı nejistoty z rozlǐseńı př́ıstroje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Fyzika je ze své podstaty experimentálńı vědńı discipĺına. Měřeńı a jejich nejistoty
jsou kĺıčem ke každému experimentu a každému objevu.

Walter Lewin, For the Love of Physics, 2011

1 Opravdu jen pár slov na úvod

Fyzikálńı měřeńı je, od nepaměti bylo a vždy bude ned́ılnou součást́ı vědy a techniky a je základem
fyziky. Bez přesného měřeńı a d̊umyslných metod zpracováńı naměřených dat by nebylo možné
studovat fyzikálńı zákony, vytvářet jejich obsah, př́ıpadně je revidovat anebo dokonce provádět
nové objevy.

Fyzikálńı měřeńı hraj́ı kĺıčovou roli prakticky ve všech oborech lidské činnosti, kde umožňuj́ı
zajǐst’ovat jakost a kontrolu kvality, funkčnost a bezpečnost technologíı a podobně. Setkáváme se
s nimi i v netechnických oborech, jako jsou např́ıklad obchod a sport.

V následuj́ıćım textu je relativně stručně pojednáno o ned́ılné součásti každého měřeńı – o chybách
měřeńı, o postupech zpracováńı naměřených hodnot zajǐst’uj́ıćıch alespoň částečnou eliminaci chyb
měřeńı a v neposledńı řadě o určováńı a vyjadřováńı nejistot výsledk̊u měřeńı. Podrobnosti laskavý
čtenář nalezne v citované literatuře. Některé pracněǰśı výpočty popsané v tomto textu (např́ıklad
odhad regresńıch parametr̊u a jejich nejistot metodou nejmenš́ıch čtverc̊u) jsou implementovány v
jazyce PHP a volně dostupné prostřednictv́ım webové stránky

http://planck.fel.cvut.cz/praktikum/

věnované podpoře výuky ve fyzikálńı laboratoři katedry fyziky FEL-ČVUT.

2 Chyby měřeńı

Fyzikálńı měřeńı je proces, při kterém je zjǐst’ována č́ıselná hodnota nějaké fyzikálńı veličiny (tep-
loty, hmotnosti, náboje, . . . ) ve stanovených jednotkách. Předpokládáme přitom, že tato veličina
má jistou skutečnou hodnotu. K měřeńı použ́ıváme př́ıstroje, které, bez ohledu na jejich d̊umyslnost,
nejsou dokonalé. Měřená veličina se může mı́rně měnit s časem, př́ıpadně může být ovlivněna pro-
cesem měřeńı. Tyto a daľśı okolnosti zapř́ıčiňuj́ı, že nalézt skutečnou hodnotu měřené veličiny neńı
možné. Ke skutečné hodnotě je však možné se alespoň přibĺıžit, pokud použijeme co nejpřesněǰśı
př́ıstroje a přesně vyspecifikujeme a zkorigujeme vliv prostřed́ı a samotného měřeńı na jej́ı hodnotu.

Rozd́ıl mezi naměřenou s skutečnou hodnotou měřené veličiny nazýváme chybou měřeńı

chyba měřeńı = naměřená hodnota− skutečná hodnota. (1)

Jelikož zjistit skutečnou hodnotu měřené veličiny neńı možné, neńı možné určit ani chybu
měřeńı. Jak bylo řečeno výše, chyby měřeńı jsou zapř́ıčiněny použit́ım nepřesných měřićıch př́ıstroj̊u
a neznalost́ı přesného stavu prostřed́ı a jeho vlivu na měřenou veličinu. Děĺıme je do dvou hlavńıch
skupin na chyby náhodné a chyby systematické, pokud odhlédneme od chyb hrubých, zp̊usobených
např́ıklad přehlédnut́ım, vadnými př́ıstroji nebo jejich nesprávným použit́ım, kdy př́ıslušné výsledky
nebereme při daľśım zpracováńı v úvahu.
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2.1 Náhodné chyby

Náhodné chyby maj́ı nekonstantńı charakter a projevuj́ı se t́ım, že pokud provedeme opakované
měřeńı jedné veličiny týmž měřićım př́ıstrojem za stejných podmı́nek1 , naměř́ıme r̊uzné hodnoty.
Tyto r̊uzné hodnoty zp̊usobuje vliv mnoha malých (neřiditelných) změn podmı́nek měřeńı (elek-
tromagnetické rušeńı, změny teploty, tlaku a vlhkosti vzduchu, pohyb vzduchu, otřesy) na měřićı
př́ıstroj či měřenou veličinu, př́ıpadně změna měřené veličiny samotné a v neposledńı řadě i nedo-
konalost smysl̊u experimentátora. Náhodné chyby nelze zcela eliminovat, nebot’ neńı možné zcela
vyloučit drobné změny podmı́nek měřeńı, jejich vliv lze pouze zmı́rnit. Odhad skutečné hodnoty
měřené veličiny (jak bude uvedeno dále) provád́ıme s využit́ım metod matematické statistiky ob-
vykle tak, že z v́ıce opakovaných měřeńı vypočteme aritmetický pr̊uměr, č́ımž se vliv náhodných
chyb částečně vyruš́ı, zpravidla t́ım v́ıc, č́ım v́ıc je opakovaných měřeńı provedeno.

Nicméně, většinou nemá smysl měřeńı opakovat velmi mnohokrát (např́ıklad automatizovaným
sběrem dat za použit́ı PC), nebot’ měřeńı mimo jiné ovlivňuje přesnost použitých př́ıstroj̊u a chyby
systematické, jejichž vliv opakovaným měřeńım korigovat nelze.

2.2 Systematické chyby

Systematické chyby se vyznačuj́ı t́ım, že maj́ı konstantńı charakter v tom smyslu, že nezapř́ıčiňuj́ı
r̊uzné hodnoty při měřeńı jedné veličiny za stejných podmı́nek stejným měřićım př́ıstrojem.

Častým zdrojem těchto chyb je měřićı př́ıstroj, který nemá přesně nastavenou (má posunutou)
nulovou hodnotu a v d̊usledku toho zobrazuje menš́ı (větš́ı) hodnotu oproti hodnotě měřené, přičemž
rozd́ıl mezi měřenou a zobrazovanou hodnotou je konstantńı, chyba je tedy aditivńı. Systematická
chyba může být i multiplikativńı, např́ıklad v př́ıpadě, kdy ześıleńı měřićıho př́ıstroje nemá přesně
deklarovanou hodnotu.

Zdrojem systematických chyb může být i nevhodně zvolená metoda měřeńı.

Několik konkrétńıch př́ıklad̊u: Při měřeńı elektromotorického napět́ı zdroje s vnitřńım odporem,
jehož velikost je nezanedbatelná oproti vnitřńımu odporu použitého voltmetru, neměř́ıme napět́ı
zdroje, ale napět́ı na děliči tvořeném vnitřńımi odpory zdroje a voltmetru. Při znalosti velikost́ı
obou odpor̊u je možné provést korekci.

Při určováńı hmotnosti objektu vážeńım je třeba vźıt v úvahu vztlakovou śılu na něj p̊usob́ıćı,
pokud jeho hustota neńı výrazně vyšš́ı oproti hustotě vzduchu. Při znalosti obou hustot můžeme
provést př́ıslušnou korekci.

Systematické chyby lze odhalit např́ıklad použit́ım jiných (přesněǰśıch) měřićıch př́ıstroj̊u či
opakováńım měřeńı v́ıce nezávislými metodami založenými na odlǐsných fyzikálńıch principech, což
v mnoha př́ıpadech vyžaduje jisté zkušenosti experimentátora. Poté, co je systematická chyba odha-
lena, je možné jej́ı vliv eliminovat změnou uspořádáńı experimentu, kalibraćı př́ıslušného př́ıstroje,
př́ıpadně použit́ım korekce (aditivńı nebo multiplikativńı).

V daľśım textu budeme předpokládat, že systematické chyby se podařilo eliminovat či korigovat
a zaměř́ıme se na zpracováńı chyb náhodných.

1Stejných do té mı́ry, kterou jsme schopni zajistit.
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2.3 Podrobněji k náhodným chybám a jejich popisu

Jak bylo řečeno výše, náhodné chyby bývaj́ı zapř́ıčiněny p̊usobeńım mnoha faktor̊u, které jsou často
samostatně neměřitelné. Podle tzv. hypotézy o elementárńıch chybách jsou navzájem nezávislé,
hodnotu měřené veličiny mohou zvětšovat i zmenšovat a jejich vliv se sč́ıtá. Odtud vyplývá, že
náhodné chyby maj́ı ńıže uvedené vlastnosti.

• Velké chyby (at’ už kladné či záporné) jsou méně časté, nežli chyby malé. Aby došlo k velké
chybě, muselo by mnoho navzájem nezávislých faktor̊u p̊usobit současně

”
stejným směrem“,

což je málo pravděpodobné.

• Kladné a záporné hodnoty náhodných chyb jsou v́ıceméně stejně pravděpodobné – pravděpodobnost
jejich výskytu je reprezentována sudou funkćı.

Př́ıklad s házeńım mincemi. Výše uvedené vlastnosti náhodných chyb můžeme velice názorně
demonstrovat ńıže uvedeným myšlenkovým (anebo opravdovým, pokud nevěř́ıte . . . ) experimentem.

Vezmeme N minćı, které vyhod́ıme do vzduchu a necháme spadnout na zem, přičemž po každém
hodu budeme poč́ıtat skóre tak, že za každého orla si připočteme jeden bod a za každou pannu si
jeden bod odečteme. V každém hodu tedy můžeme źıskat maximálně N a minimálně −N bod̊u.
V př́ıpadě dvou minćı mohou nastat tyto kombinace:

Kombinace PP PO OP OO
Skóre −2 0 0 2

Pravděpodobnost skóre −2 je 1/4 (jedna ze čtyř kombinaćı vede na toto skóre) pravděpodobnost
skóre 0 je 1/2 (dvě ze čtyř) a pravděpodobnost skóre 2 je opět 1/4. V př́ıpadě tř́ı minćı mohou
nastat tyto kombinace:

Kombinace PPP PPO POP POO OPP OPO OOP OOO
Skóre −3 −1 −1 1 −1 1 1 3

−20 −10 0 10 20
0

0.05

0.1

0.15

0.2

S

P
(S

)

N=20

Obrázek 1: Rozděleńı
pravděpodobnosti dosažeńı
skóre S.

Pro pravděpodobnosti možných skóre tedy dostáváme
P (−3) = 1/8, P (−1) = 3/8, P (1) = 3/8 a P (3) = 1/8.

Obecně proN minćı může nastat 2N výsledk̊u, z nichž ovšem
některé maj́ı stejná skóre. Pravděpodobnost, že padne no orl̊u
můžeme spoč́ıtat jako

Po(no) =
1

2N

(

N
no

)

=
N !

2Nno!(N − no)!
,

přičemž pro skóre zřejmě plat́ı S = 2no − N . Takže např́ıklad
pro N = 20 minćı pro pravděpodobnost maximálńıho (mi-
nimálńıho) skóre plat́ı P (20) = P (−20) = 2−20 ≈ 10−6,
což je pravděpodobnost velice malá, nebot’ těchto výsledk̊u
lze dosáhnout jen jedńım zp̊usobem. Pro nulové skóre plat́ı
P (0) ≈ 0,176, nebot’ tohoto výsledku lze dosáhnout 184 756
zp̊usoby. Rozděleńı pravděpodobnosti pro jednotlivá skóre je
uvedeno na obrázku 1.

Skóre v tomto př́ıkladě poč́ıtáme jako součet výsledk̊u nezávislých jev̊u (padne orel nebo pana u
každé z minćı). Pravděpodobnost vysokého skóre (v absolutńı hodnotě) je velice malá v porovnáńı
s pravděpodobnost́ı ńızkého skóre, kladná i záporná skóre jsou stejně pravděpodobná.
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Budeme-li N -krát opakovaně měřit veličinu X , dostaneme jej́ı i-tou hodnotu jako

xi = xs + ǫi,

kde xs je skutečná hodnota měřené veličiny a ǫi je náhodná chyba i-tého měřeńı2

Vypoč́ıtáme součet

N
∑

i=1

xi =
N
∑

i=1

(xs + ǫi) = Nxs +
N
∑

i=1

ǫi ⇒ 1

N

N
∑

i=1

xi = xs +
1

N

N
∑

i=1

ǫi. (2)

Jelikož předpokládáme, že kladné chyby jsou stejně pravděpodobné jako chyby záporné, bude
platit

lim
N→∞

1

N

N
∑

i=1

ǫi = 0,

takže dosazeńım do vztahu (2) dostaneme

xs = lim
N→∞

1

N

N
∑

i=1

xi, (3)

skutečnou hodnotu bychom tedy vypočetli jako aritmetický pr̊uměr všech možných naměřených
hodnot. Jelikož prakticky máme k dispozici pouze N naměřených hodnot (kde N je konečné),
odhadneme skutečnou hodnotu pomoćı aritmetického pr̊uměru těchto hodnot

x =
1

N

N
∑

i=1

xi. (4)

Je zřejmé, že x se bĺıž́ı xs t́ım v́ıce, č́ım větš́ı je N .

Poznámka: Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Představme si, že opakovaným měřeńım veličiny X
jsme dostali hodnoty x1, x2, . . . , xN , které se v d̊usledku náhodných chyb od sebe navzájem lǐśı, a
chtěli bychom naj́ıt nějakou hodnotu x, která bude co nejlépe odpov́ıdat hodnotě skutečné. Můžeme
to udělat tak, že definujeme veličinu

χ2 ≡ (x− x1)
2 + (x− x2)

2 + · · ·+ (x− xN)
2,

což je součet druhých mocnin (neboli čtverc̊u, odtud název metody)
”
vzdálenosti“ jednotlivých

hodnot xi od hledané hodnoty x. Tato veličina by tedy měla být minimálńı. Najdeme extrém:

dχ2

dx
= 2(x− x1) + 2(x− x2) + · · ·+ 2(x− xN )

!
= 0 ⇒ Nx = x1 + x2 + · · ·+ xN ,

jelikož d2χ2/dx2 = 2N > 0, jedná se o minimum. Odtud pro hledanou hodnotu x dostaneme vztah

x =
1

N

N
∑

i=1

xi,

což neńı nic jiného, než aritmetický pr̊uměr.

2Jak bylo řečeno výše, nezahrnujeme zde vliv systematických chyb.
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Kromě odhadu skutečné hodnoty měřené veličiny aritmetickým pr̊uměrem x je d̊uležité nějak
popsat variabilitu naměřených hodnot. Je zřejmé, že pokud budou jednotlivé hodnoty xi ležet
v úzkém intervalu kolem x, bude výsledek měřeńı

”
jistěǰśı“, než kdyby byl př́ıslušný interval široký.

K tomuto účelu nelze použ́ıt aritmetický pr̊uměr odchylek naměřených hodnot od aritmetického
pr̊uměru, nebot’ plat́ı

N
∑

i=1

(xi − x) =
N
∑

i=1

xi −Nx =
N
∑

i=1

xi −
N
∑

i=1

xi = 0. (5)

Bylo by tedy možné sč́ıtat absolutńı hodnoty těchto odchylek, nicméně se ukazuje, že je praktičtěǰśı
sč́ıtat jejich druhé mocniny. Zavád́ı se tedy tzv. odhad směrodatné odchylky (výběrová směrodatná
odchylka) s, jej́ıž druhá mocnina (tzv. výběrový rozptyl) je definována předpisem

s2 ≡ 1

N − 1

N
∑

i=1

(xi − x)2 . (6)

Plat́ı tedy

s =

√

√

√

√

1

N − 1

N
∑

i=1

(xi − x)2. (7)

Důvod výrazu N − 1 ve jmenovateli vzorc̊u (6) a (7) namı́sto N , jak by se na prvńı pohled
zdálo logické, je ten, že veličiny ∆i = xi − x (jichž je celkem N) nejsou navzájem nezávislé, nebot’

můžeme vzhledem ke vztahu (5) např́ıklad psát

∆N = −
N−1
∑

i=1

∆i.

Veličiny ∆i tedy maj́ı pouze ν = N − 1 stupň̊u volnosti. Detailněǰśı rozbor je možné nalézt např.
v [1] a [4].

2.4 Intermezzo – náhodné veličiny a jejich popis

Pro účely daľśıho výkladu bude na tomto mı́stě vhodné věnovat několik odstavc̊u náhodným
veličinám (výsledek měřeńı zat́ıžený náhodnou chybou je náhodná veličina) a jejich popisu. Budeme
se zde zabývat pouze náhodnými veličinami spojitými, které mohou (alespoň v určitém intervalu)
nabývat libovolných hodnot.

K úplnému pravděpodobnostńımu popisu náhodné veličinyX slouž́ı tzv. hustota pravděpodobnosti
náhodné veličiny fX , pomoćı ńıž lze spoč́ıtat, s jakou pravděpodobnost́ı nabývá veličina hodnotu
v určitém intervalu

P (x1 ≤ x ≤ x2) =

∫ x2

x1

fX(u) du. (8)

Hustota pravděpodobnosti je nezáporná funkce, pro kterou zřejmě plat́ı

∫

∞

−∞

fX(u) du = 1,

5



veličinaX má tedy s pravděpodobnost́ı rovnou jedné nějakou hodnotu. Pomoćı hustoty pravděpodobnosti
lze spoč́ıtat některé význačné charakteristiky náhodných veličin. Středńı hodnota (ve smyslu

”
pr̊uměrná“)

je definována předpisem

µ = E[X ] =

∫

∞

−∞

ufX(u) du. (9)

Rozptyl (variabilita) náhodné veličiny je definován předpisem

σ2 = Var[X ] = E[(X − µ)2] =

∫

∞

−∞

(u− µ)2fX(u) du. (10)

Veličinu σ =
√

Var[X ] =
√

E[(X − µ)2] nazýváme směrodatná odchylka.

2.4.1 Rovnoměrné rozděleńı

µ ua b

∆

∆′

fXR

Obrázek 2: Rovnoměrné rozděleńı.

Náhodná veličina má rovnoměrné rozděleńı na intervalu 〈a, b〉,
pokud pro jej́ı hustotu pravděpodobnosti plat́ı

fXR(u) =

{

(b− a)−1 pro u ∈ 〈a, b〉 ,
0 jinde.

(11)

Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı

∫

∞

−∞

fXR(u) du =
1

b− a

∫ b

a

du = 1.

Pro středńı hodnotu dostaneme

µXR =

∫

∞

−∞

ufXR(u) du =
1

b− a

∫ b

a

u du =
a+ b

2
,

středńı hodnota tedy lež́ı přesně uprostřed intervalu 〈a, b〉. Pro rozptyl dostaneme

σ2
XR =

∫

∞

−∞

(u− µXR)
2fXR du =

1

b− a

∫ b

a

(

u− a + b

2

)2

du =
(b− a)2

12
.

Označ́ıme-li š́ı̌rku intervalu 〈a, b〉 jako ∆ = b−a, můžeme pro směrodatnou odchylku rovnoměrného
rozděleńı psát

σXR =
∆√
12

. (12)

Směrodatná odchylka rovnoměrného rozděleńı se také často vyjadřuje pomoćı poloviny š́ı̌rky inter-
valu 〈a, b〉, označme jej ∆′ = (b− a)/2. Pak plat́ı

σXR =

√

(2∆′)2

12
=

∆′

√
3
. (13)
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2.4.2 Normálńı rozděleńı

Normálńı, nebo též Gaussovo, rozděleńı má pro zpracováńı (nejen) fyzikálńıch měřeńı kĺıčovou
d̊uležitost.

V teorii pravděpodobnosti se dokazuje věta (tzv. centrálńı limitńı věta, viz např. [7]), která
v podstatě ř́ıká, že hustota pravděpodobnosti veličiny, jej́ıž hodnotu lze vyjádřit jako součet hodnot
mnoha nezávislých, ale jinak libovolných náhodných veličin, je dána funkćı

fXN(u) =
1

σ
√
2π

e−
(u−µ)2

2σ2 . (14)

µ u

σ1σ2

σ3

fXN

Obrázek 3: Normálńı rozděleńı, σ1 < σ2 < σ3.

Dá se ukázat3, že pro středńı hodnotu a
směrodatnou odchylku normálńıho rozděleńı plat́ı
µXN = µ, σXN = σ. Funkce fXN(u) má tvar
zvonu, je symetrická kolem středńı hodnoty µ,
ve které má maximum, viz obr. 3. Č́ım je
směrodatná odchylka σ menš́ı, t́ım má funkce
fXN(u) ”

št́ıhleǰśı a protáhleǰśı“ tvar, což znamená,
že se hodnoty náhodné veličiny X vyskytuj́ı s
větš́ı pravděpodobnost́ı v užš́ım intervalu kolem
středńı hodnoty µ.

Často je třeba znát pravděpodobnost, se kte-
rou má náhodná veličina hodnotu v intervalu (µ−kσ ≤ x ≤ µ+kσ), kde k > 0 je nějaký koeficient
(tzv. koeficient rozš́ıřeńı). Postupně dostaneme

P (µ− kσ ≤ x ≤ µ+ kσ) =
1

σ
√
2π

∫ µ+kσ

µ−kσ

e−
(u−µ)2

2σ2 du =

√

2

π

∫ k

0

e−u2/2du = erf

(

k√
2

)

, (15)

kde funkce erf je tzv. chybová funkce4 (error function). V tabulce 1 jsou uvedeny některé d̊uležité
hodnoty

k 0,674 1 1,96 2 2,576 3
P 0,5 0,683 0,95 0,954 0,99 0,997

Tabulka 1: Pravděpodobnost P (µ− kσ ≤ x ≤ µ+ kσ) pro normálńı rozděleńı.

Praktická zkušenost a fakt, že hypotéza o náhodných chybách je v souladu s předpoklady
centrálńı limitńı věty nás vede k závěru, že náhodné chyby maj́ı normálńı rozděleńı, takže středńı
hodnota µ = xs a směrodatná odchylka odhadovaná vztahem (7) je směrodatnou odchylkou
normálńıho rozděleńı.

3 Nejistoty měřeńı

Skutečnost, že každé fyzikálńı měřeńı je zat́ıženo (náhodnými a systematickými) chybami, které se
nikdy nedaj́ı zcela eliminovat, zapř́ıčiňuje, že výsledek měřeńı neńı nikdy úplně jistý, můžeme jej
tedy formulovat pomoćı vztahu

výsledek měřeńı = odhad skutečné hodnoty± nejistota měřeńı, (16)

3Výpočet těchto integrál̊u již neńı elementárńı, využ́ıvá Laplace̊uv integrál
∫

∞

0
e−x

2

dx =
√
π/2, viz např. [7].

4Tuto takzvaně vyšš́ı transcendentńı funkci běžně znaj́ı programové baĺıky, jako např. Matlab nebo Maple.
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který ř́ıká, že skutečná hodnota měřené veličiny se s jistou mı́rou pravděpodobnosti nacháźı v okoĺı
jej́ı odhadnuté hodnoty v intervalu daném nejistotou měřeńı.

V metrologii se rozlǐsuj́ı dva typy metod určováńı nejistot, tzv. metoda typu A a metoda typu B.
Někdy se zkráceně (a nepřesně) hovoř́ı o nejistotě typu A a nejistotě typu B. Jednotlivé př́ıspěvky
k celkové nejistotě měřeńı se vyjadřuj́ı pomoćı odhadu směrodatných odchylek, neboli tzv. stan-
dardńıch nejistot.

3.1 Určeńı nejistoty měřeńı metodou typu A

Metoda typu A určováńı nejistot využ́ıvá matematickou statistiku. V př́ıpadě opakovaných měřeńı
se postupuje následuj́ıćım zp̊usobem. Z N naměřených hodnot odhadneme skutečnou hodnotu
měřené veličiny pomoćı aritmetického pr̊uměru x, viz vztah (4). Jednotlivé naměřené hodnoty xi

jsou v okoĺı hodnoty x rozptýleny, přičemž mı́rou tohoto rozptýleńı je odhad směrodatné odchylky
s, viz vztah (7). Aritmetický pr̊uměr je však také náhodná veličina, o čemž bychom se snadno
přesvědčili, kdybychom N měřeńı a př́ıslušné výpočty provedli opakovaně. Dá se očekávat, že č́ım
větš́ı je počet měřeńı v dané sérii (N), t́ım méně se budou jednotlivé aritmetické pr̊uměry od sebe
lǐsit a budou méně rozptýleny kolem skutečné hodnoty měřené veličiny. Jestliže jednotlivé hodnoty
xi nejsou vzájemně korelované5, pro odhad směrodatné odchylky aritmetického pr̊uměru plat́ı, viz
poznámka na straně 13,

s =
s√
N
. (17)

Veličina s udává mı́ru nejistoty v odhadu skutečné hodnoty měřené veličiny a je standardńı nejis-
totou určenou metodou typu A. Znač́ıme ji uA a dosazeńım vztahu (7) do (17) pro ni dostaneme

uA = s =

√

∑N
i=1 (xi − x)2

N(N − 1)
. (18)

Stejně jako je aritmetický pr̊uměr z naměřených hodnot náhodná veličina, je náhodná veličina
i standardńı nejistota (odhad směrodatné odchylky). Dá se ukázat, viz např. [1], že pro nejistotu
odhadu nejistoty plat́ı

u [u(x)] ∼ u(x)√
2ν

, (19)

kde ν je počet stupň̊u volnosti, tedy pro př́ıpad aritmetického pr̊uměru plat́ı ν = N−1. Př́ımým do-
sazeńım do vzorce (19) je možné se např́ıklad přesvědčit, že pro relativńı nejistotu odhadu nejistoty
aritmetického pr̊uměru určeného z N = 10 hodnot plat́ı u [u(x)] /u(x) ≈ 24%.

Jiným př́ıkladem vyhodnoceńı nejistoty metodou typu A je odhad směrodatných odchylek re-
gresńıch parametr̊u v metodě nejmenš́ıch čtverc̊u, viz odstavec 6.

3.2 Určeńı nejistoty měřeńı metodou typu B

Metoda typu B je založena na procedurách jiných, než statistických. Určeńı nejistoty metodou typu
B využ́ıvá všechny dostupné informace, např́ıklad specifikace dodané výrobcem měřićıho př́ıstroje,
dř́ıve źıskaná data, zkušenosti z předchoźıch experiment̊u a podobně. Standardńı nejistota se opět
vyjadřuje jako odhad směrodatné odchylky. Uved’me několik př́ıklad̊u.

5To by nastalo např́ıklad při postupném nár̊ustu (poklesu) hodnoty měřené veličiny.
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3.2.1 Určeńı nejistoty z rozlǐseńı př́ıstroje

Nemáme-li žádné bližš́ı informace o použitém měřićım př́ıstroji, můžeme vyj́ıt z jeho rozlǐsovaćı
schopnosti6. Jestliže je tato rozlǐsovaćı schopnost ∆ (reprezentovaná např. rozlǐseńım displeje.
velikost́ı d́ılku stupnice či rozlǐseńım nonia, viz dodatek A.3), dá se očekávat, že měřená veličina má
hodnotu nacházej́ıćı se se stejnou pravděpodobnost́ı kdekoliv v intervalu ±∆/2 kolem zobrazované
hodnoty. Chyba měřeńı má tedy rovnoměrné rozděleńı, viz odstavec 2.4.1. Směrodatnou odchylku
(standardńı nejistotu určenou metodou typu B) tedy odhadneme pomoćı vztahu (12) jako

uB =
∆√
12

. (20)

3.2.2 Určeńı nejistoty u ručkového měřićıho př́ıstroje

Přesnost ručkových měřićıch př́ıstroj̊u se vyjadřuje pomoćı tzv. tř́ıdy přesnosti TP. Jedná se o
maximálńı relativńı velikost chyby př́ıstroje (vyjádřenou v procentech) při výchylce ručky v krajńı
poloze stupnice. Tř́ıda přesnosti bývá uvedena č́ıselnou hodnotou zpravidla pod stupnićı měřićıho
př́ıstroje, normalizovány jsou hodnoty 0,1; 0,2; 0,5; 1; 1,5; 2,5; 5. Pro standardńı nejistotu měřeńı
tedy plat́ı (s ohledem na fakt, že měřená veličina má zřejmě hodnotu kdekoliv v daném intervalu)

uB =
2× (rozsah př́ıstroje)× TP/100√

12
=

(rozsah př́ıstroje)× TP/100√
3

. (21)

3.2.3 Určeńı nejistoty u digitálńıho měřićıho př́ıstroje

U digitálńıch měřićıch př́ıstroj̊u výrobce obvykle udává maximálńı chybu měřeńı jako

±p% z naměřené hodnoty± n digit̊u,

kde p je kladné č́ıslo a pojmem n digit̊u se mysĺı n-násobek rozlǐsovaćı schopnosti př́ıstroje. Hodnota
měřené veličiny se se stejnou pravděpodobnost́ı nacháźı kdekoliv v daném intervalu, takže pro
standardńı nejistotu můžeme psát

uB =
2× (p% z naměř. hod. + n digit̊u)√

12
=

p% z naměř. hod. + n digit̊u√
3

. (22)

Pár př́ıklad̊u: Posuvné měř́ıtko, které má na noniu 50 d́ılk̊u má rozlǐseńı 1/50mm = 20µm.
Standardńı nejistotu tedy dostaneme dosazeńım do vzorce (20) jako

uB =
20µm√

12
≈ 5,8µm.

Ručkový miliampérmetr má rozsah 600mA a tř́ıdu přesnosti 0,5. To znamená, že přesnost
indikované hodnoty je

±600× 0,5

100
mA = ±3mA.

6Zde je však třeba jisté obezřetnosti. Nesolidńı výrobci měřićıch př́ıstroj̊u často použ́ıvaj́ı jemné děleńı stupnice
(rozlǐseńı displeje), které neodpov́ıdá přesnosti daného př́ıstroje.
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Dosazeńım do vzorce (21) dostaneme standardńı nejistotu jako

uB =
3√
3
mA ≈ 1,7mA.

3 1/2-mı́stný digitálńı multimetr MY-64 má podle specifikace výrobce na rozsahu 20V
stejnosměrných přesnost

±(0,5% z údaje + 1 digit).

Displej př́ıstroje na tomto rozsahu zobrazuje maximálně hodnotu 19,99V, jeden digit má tedy veli-
kost 0,01V. Zobrazuje-li př́ıstroj tedy např́ıklad hodnotu 12,69V, je přesnost zobrazované hodnoty
napět́ı

±
(

12,69× 0,5

100
+ 0,01

)

V = ±73,5mV.

Standardńı nejistotu dostaneme dosazeńım do vzorce (22) jako

uB =
73,5√

3
mV ≈ 42mV.

3.3 Kombinovaná standardńı nejistota

Často je třeba určit odhad a nejistotu veličiny Z, která je funkćı v́ıce veličin, např. X, Y , přičemž
je dána funkčńı závislost

Z = f(X, Y ). (23)

Jestliže skutečné hodnoty veličin X a Y jsou xs a ys, bude zřejmě platit zs = f(xs, ys). Při i-tém
měřeńı každé z veličin se dopust́ıme chyby. Budou-li tyto chyby malé, můžeme chybu určeńı veličiny
Z formulovat pomoćı Taylorova rozvoje vztahu (23) jako

zi − zs ≈
(

∂f

∂X

)

xs,ys

(xi − xs) +

(

∂f

∂Y

)

xs,ys

(yi − ys). (24)

Pro rozptyl veličiny Z (teoreticky vypočtený z nekonečně mnoha naměřených hodnot) potom plat́ı

σ2
Z = lim

N→∞

1

N

N
∑

i=1

(zi − zs)
2 = lim

N→∞

1

N

N
∑

i=1

[

(

∂f

∂X

)

xs,ys

(xi − xs) +

(

∂f

∂Y

)

xs,ys

(yi − ys)

]2

=

=

(

∂f

∂X

)2

xs,ys

lim
N→∞

1

N

N
∑

i=1

(xi − xs)
2 +

(

∂f

∂Y

)2

xs,ys

lim
N→∞

1

N

N
∑

i=1

(yi − ys)
2+

+ 2

(

∂f

∂X

∂f

∂Y

)

xs,ys

lim
N→∞

1

N

N
∑

i=1

(xi − xs)(yi − ys). (25)

Budou-li chyby veličin X a Y nekorelované, tedy při i-tém měřeńı xi − xs a yi − ys nebudou mı́t
soustavně stejná znaménka (to nastane v př́ıpadě nezávislých měřeńı), bude pro jejich kovarianci
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platit

σ2
XY = lim

N→∞

1

N

N
∑

i=1

(xi − xs)(yi − ys) = 0,

takže vzorec (25) přejde do jednodušš́ıho tvaru

σ2
Z =

(

∂f

∂X

)2

xs,ys

σ2
X +

(

∂f

∂Y

)2

xs,ys

σ2
Y . (26)

Výše uvedené vzorce můžeme zobecnit a použ́ıt pro odhad nejpravděpodobněǰśı hodnoty veličiny
Z = f(X1, X2, . . . , XM), pro kterou se obvykle použ́ıvá vztah

z = f(x1, x2, . . . , xM) (27)

a kombinované standardńı nejistoty uc(Z), pro kterou s ohledem na vztah (26) můžeme psát

u2
c(Z) =

M
∑

i=1

(

∂f

∂Xi

)2

x1,x2,...,xM

u2(Xi). (28)

Vztah (28) plat́ı opět pouze za předpokladu, že chyby veličin X1, X2, . . . , XM jsou navzájem ne-
korelované. Zdrojem korelaćı by např́ıklad mohlo být použit́ı jednoho př́ıstroje se systematickou
chybou pro měřeńı dvou či v́ıce veličin. Jiným zdrojem korelaćı je měřeńı veličin, které jsou na sobě
závislé7. V př́ıpadě, že některé veličiny jsou závislé, je třeba do vzorce (28) zahrnout i př́ıslušné
kovariance8. U nejistot u(Xi) se nerozlǐsuje mezi nejistotami vyhodnocovanými metodou typu A
či B.

Zejména při poč́ıtačovém zpracováńı je někdy jednodušš́ı určit kombinovanou standardńı nejis-
totu měřeńı (28) numericky pomoćı vzorce

u2
c(Z) =

[

f [x1 + u(X1), x2, . . . , xM ]− f [x1 − u(X1), x2, . . . , xM ]

2

]2

+

+

[

f [x1, x2 + u(X2), . . . , xM ]− f [x1, x2 − u(X2), . . . , xM ]

2

]2

+

+ · · ·+
[

f [x1, x2, . . . , xM + u(XM)]− f [x1, x2, . . . , xM − u(XM)]

2

]2

. (29)

Poznámka – kombinovaná standardńı nejistota u př́ımého měřeńı
Kombinovanou standardńı nejistotu zavád́ıme i v př́ıpadě př́ımého měřeńı, což lze ilustrovat na
následuj́ıćım př́ıkladu. Opakovaným měřeńım veličiny X můžeme vypoč́ıtat aritmetický pr̊uměr x′

a výběrovou směrodatnou odchylku aritmetického pr̊uměru, která reprezentuje standardńı nejistotu

”
typu A“, kterou označ́ıme uA. Nejpravděpodobněǰśı hodnotu měřené veličiny vypočteme jako

x = x′ + k,

7Např́ıklad, budeme-li cht́ıt stanovit hustotu nějakého objektu, změř́ıme nezávisle jeho hmotnost a objem, tato
měřeńı jsou nezávislá. Budeme-li měřit teplotńı součinitel délkové roztažnosti, muśıme současně měřit teplotu a
délku vzorku, tato měřeńı jsou závislá (délka se s teplotou měńı).

8Je asi zřejmé, že v tomto př́ıpadě muśı být všechny veličiny měřeny současně za stejných podmı́nek.
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kde k je korekce na systematickou chybu (např́ıklad měřićıho př́ıstroje). Tuto chybu nelze fakticky
korigovat s přesnost́ı větš́ı, než je přesnost měřićıho př́ıstroje, která je zpravidla charakterizována
standardńı nejistotou

”
typu B“ – uB. Pro kombinovanou standardńı nejistotu veličiny X tedy

můžeme psát

X = X ′ +K ⇒ u2
C(X) =

(

∂X

∂X ′

)2

u2(X ′) +

(

∂X

∂K

)2

u2(K) =

= u2(X ′) + u2(K) = u2
A + u2

B ⇒ uC =
√

u2
A + u2

B. (30)

Posledńı vzorec použ́ıváme pro kombinováńı standardńıch nejistot A a B i v př́ıpadě, kdy je korekce
na systematickou chybu nulová. V př́ıpadě, kdy jedna ze složek nejistoty má výrazně vyšš́ı hodnotu
než složka druhá, můžeme hodnotu menš́ı složky zanedbat.

3.3.1 Některé d̊uležité vzorce

Pomoćı vztahu (28) se za předpokladu vstupńıch veličin s nekorelovanými chybami snadno odvod́ı
následuj́ıćı vzorce

Z = X + a ⇒ u(Z) = u(X),

Z = aX ± bY ⇒ u2(Z) = a2u2(X) + b2u2(Y ),

Z = XY ⇒ u2(Z) = y2u2(X) + x2u2(Y ) ⇒ u2(Z)/z2 = u2(X)/x2 + u2(Y )/y2,

Y = Xa ⇒ u(Y ) = |axa−1|u(X) ⇒ u(Y )/|y| = |a|u(X)/|x|,
Z = X/Y ⇒ u2(Z) = u2(X)/y2 + x2u2(Y )/y4 ⇒ u2(Z)/z2 = u2(X)/x2 + u2(Y )/y2,

Y = e aX ⇒ u(Y ) = |a|e axu(X) ⇒ u(Y )/|y| = |a|u(X),

Y = ln(aX) ⇒ u(Y ) = u(X)/x.

Př́ıklad: Nejistota určeńı t́ıhového zrychleńı
T́ıhové zrychleńı g můžeme změřit tak, že z výšky h necháme padat malou kuličku a budeme
odeč́ıtat dobu jej́ıho pádu t. Z opakovaných měřeńı vypočteme aritmetické pr̊uměry h a t a (př́ıpadně
s využit́ım daľśıch informaćı) standardńı nejistoty u(h) a u(t). Jelikož plat́ı

h =
1

2
gt2 ⇒ g =

2h

t2
,

odhadneme t́ıhové zrychleńı jako

g =
2h

t
2 .

Vypoč́ıtáme jednotlivé derivace
∂g

∂h
=

2

t2
,

∂g

∂t
= −4h

t3

a dosad́ıme je do vztahu (28), takže pro standardńı nejistotu odhadu t́ıhového zrychleńı dostaneme

u(g) =

√

4

t
4u

2(h) +
16h

2

t
6 u2(t).
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Poznámka: Směrodatná odchylka aritmetického pr̊uměru [odvozeńı vzorce (17)].
Poč́ıtáme-li aritmetický pr̊uměr z N naměřených, navzájem nekorelovaných hodnot

x =
1

N
(x1 + x2 + · · ·+ xN ),

můžeme na hodnotu x nahĺıžet jako na hodnotu náhodné veličiny X, pro kterou plat́ı

X =
1

N
(X1 +X2 + . . . XN) = f (X1 +X2 + . . .XN ) .

Plat́ı-li pro odhad směrodatné odchylky všech náhodných veličin si = s, můžeme pro odhad
směrodatné odchylky aritmetického pr̊uměru psát

∂f

∂Xi
=

1

N
⇒ s2 = N

s2

N2
=

s2

N
⇒ s =

s√
N
.

3.4 Interpretace standardńı nejistoty a nejistota rozš́ı̌rená

Ćılem fyzikálńıho měřeńı je, kromě stanoveńı nejlepš́ıho odhadu skutečné hodnoty měřené veličiny,
rovněž pravděpodobnostńı interpretace odhadu standardńı nejistoty jakožto mı́ry

”
úspěchu“ měřeńı.

3.4.1 Co přesně vyjadřuje standardńı nejistota

Odhad směrodatné odchylky źıskaný z opakovaných měřeńı obvykle spojujeme9 s normálńım rozděleńım
pravděpodobnosti náhodných chyb. To znamená, viz vztah (15) a tabulka 1, že zhruba 68% z
naměřených hodnot bude ležet v intervalu ±σ kolem skutečné hodnoty xs měřené veličiny.

Vypoč́ıtáme-li aritmetický pr̊uměr z mnoha jednotlivých měřeńı, můžeme očekávat, že x ≈ xs

a s ≈ σ a proto zhruba 68 % naměřených hodnot bude ležet v intervalu

(x− s) ≤ x ≤ (x+ s).

Obdobně, kdybychom opakovali celý experiment mnohokrát (N -krát), mohli bychom očekávat,
že jednotlivé aritmetické pr̊uměry x maj́ı normálńı rozděleńı10 symetrické kolem skutečné hodnoty
xs se směrodatnou odchylkou σx ≈ s ≈ s/

√
N . Opět tedy můžeme předpokládat, že zhruba 68 %

vypočtených aritmetických pr̊uměr̊u bude ležet v intervalu

(xs − s) ≤ x ≤ (xs + s).

Jsme-li přesvědčeni, že jsme měřeńı provedli dostatečně pečlivě a kompenzovali všechny syste-
matické chyby, můžeme provést logický skok a předpokládat, že pokud rozděleńı pravděpodobnosti
je zhruba normálńı a u

c
má mnoho stupň̊u volnosti, skutečná hodnota měřené veličiny lež́ı s

pravděpodobnost́ı zhruba 68 % v intervalu

(x− uc) ≤ xs ≤ (x+ uc), (31)

kde uc je kombinovaná standardńı nejistota měřené veličiny. Interval definovaný vztahem (31)
nazýváme šedesátiosmiprocentńı interval spolehlivosti.

9Vede nás k tomu zkušenost.
10To vyplývá z centrálńı limitńı věty; výpočet aritmetického pr̊uměru je normovaný součet náhodných veličin.
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3.4.2 Rozš́ı̌rená nejistota

I když je nejistota měřeńı zcela určena pomoćı kombinované standardńı nejistoty uc, v některých
př́ıpadech (zejména v technických aplikaćıch) je zvykem vyjadřovat nejistotu spojenou s širš́ım
intervalem spolehlivosti, než jak definuje vztah (31), takovým zp̊usobem, aby v něm skutečná
hodnota ležela s vyšš́ı pravděpodobnost́ı, nejčastěji 95% či 99%. Za t́ımto účelem zavád́ıme tzv.
rozš́ıřenou nejistotu U definovanou vztahem

U ≡ kuc, (32)

kde k je tzv. koeficient rozš́ıřeńı. Potom, viz tabulka 1 na straně 7, můžeme psát

(x− kuc) ≤ xs ≤ (x+ kuc), (33)

kde, za předpokladu, že rozděleńı pravděpodobnosti je zhruba normálńı a u
c
má mnoho stupň̊u

volnosti pro k = 2 lež́ı skutečná hodnota měřené veličiny v intervalu (33) s pravděpodobnost́ı
zhruba 95% a pro k = 3 s pravděpodobnost́ı zhruba 99%.

Je však třeba mı́t na paměti, že rozš́ı̌rená nejistota oproti nejistotě standardńı nepřináš́ı žádnou
novou informaci, jedná se jen o jiný zp̊usob vyjádřeńı nejistoty měřeńı. Při vyjadřováńı rozš́ı̌rené
nejistoty je nutné vždy uvádět, k jaké pravděpodobnosti je vztažena, respektive jaký koeficient
rozš́ı̌reńı byl k jej́ımu určeńı použit.

3.4.3 Je to složitěǰśı . . .

Určeńı intervalu spolehlivosti je ve skutečnosti poněkud komplikovaněǰśı, nebot’ podmı́nka, že
rozděleńı pravděpodobnosti je zhruba normálńı a u

c
má mnoho stupň̊u volnosti, nemuśı být vždy

nutně splněna.
Jestliže je při opakovaném př́ımém měřeńı fyzikálńı veličiny dominantńı nejistota určená me-

todou typu A – výběrová směrodatná odchylka aritmetického pr̊uměru vypočtená vztahem (18) –
je podle hypotézy o elementárńıch chybách rozděleńı naměřených hodnot zhruba normálńı a pro
počet stupň̊u volnosti standardńı nejistoty plat́ı ν = N − 1. Dá se ukázat, viz dodatek A.1, že
koeficient rozš́ı̌reńı ve vztahu (32) rozšǐruj́ıćı interval spolehlivosti (33) je rovný součiniteli t Stu-
dentova rozděleńı pro požadovanou mı́ru pravděpodobnosti, pro ν → ∞ však Studentovo rozděleńı
přecháźı v rozděleńı normálńı a koeficient rozš́ı̌reńı je možné vypoč́ıtat ze vztahu (15) nebo určit z
tabulky 1. Pro konečný počet stupň̊u volnosti s jeho klesaj́ıćı hodnotou velikost koefici-
entu rozš́ı̌reńı roste (viz tabulka 6 na straně 33).

V př́ıpadě nepř́ımých měřeńı je situace obdobná. Jestliže jsou jednotlivé chyby vstupńıch veličin
malé, můžeme výslednou chybu teoreticky vyjádřit pomoćı Taylorova rozvoje (24). Výsledná chyba
je tedy (až na multiplikativńı koeficienty) daná součtem chyb vstupńıch veličin, takže i v př́ıpadě,
kdy některé vstupńı veličiny jsou zat́ıženy chybami s rozděleńım jiným než normálńım, má podle
centrálńı limitńı věty chyba výsledné veličiny zhruba normálńı rozděleńı se směrodatnou odchylkou
odhadnutou pomoćı kombinované standardńı nejistoty uc. Počet stupň̊u volnosti ν kombinované
standardńı nejistoty je možné vypoč́ıtat pomoćı tzv.Welchovy-Satterthwaitovy formule, jej́ıž použit́ı
je podrobně diskutováno v [1], a koeficient rozš́ı̌reńı pomoćı parametru t Studentova rozděleńı pro
daný počet stupň̊u volnosti, viz dodatek A.1.
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4 Prezentace výsledku měřeńı

Výsledek měřeńı, to jest hodnotu měřené fyzikálńı veličiny, prezentujeme s ohledem na skutečnost,
že jej chceme někomu sdělit11. Z tohoto d̊uvodu by měl být zapsán jednoznačně a srozumitelně.

4.1 Fyzikálńı veličiny a jejich jednotky

Hodnota skalárńı fyzikálńı veličiny je určena dvěma č́ıselnými údaji. Kvalita veličiny je určena
jednotkou, kvantita č́ıselnou hodnotou. Jednotkou veličiny (měřićı jednotkou) je vhodně zvolená
veličina stejného typu, která umožňuje kvantitativńı porovnáńı veličin měřeńım a přisuzujeme j́ı
hodnotu 1. Č́ıselná hodnota je poměr veličiny vzhledem k jej́ı zvolené jednotce.

Veličina Jednotka Symbol
délka metr m
čas sekunda s
hmotnost kilogram kg
elektrický proud ampér A
termodynamická teplota kelvin K
sv́ıtivost kandela cd
látkové množstv́ı mol mol

Tabulka 2: Základńı jednotky SI.

Mezi fyzikálńı veličinou, jej́ı č́ıselnou hodno-
tou a jednotkou plat́ı vztah

X = {X} [X ],

kde {X} představuje č́ıselnou hodnotu (v použitých
jednotkách) a [X ] př́ıslušnou jednotku. Můžeme
tedy např́ıklad pro tzv. standardńı t́ıhové zrych-
leńı gn psát

gn = 9,806 65m·s−2,

kde {gn} = 9,806 65 je č́ıselná hodnota a [gn] = m·s−2 je jednotka, ke které se č́ıselná hodnota
vztahuje. Změnou jednotky se pro danou veličinu měńı i př́ıslušná č́ıselná hodnota. Je tedy zřejmé,
že pokud bychom zapomněli jednotku fyzikálńı veličiny zapsat, nebylo by zřejmé, k čemu se č́ıselná
hodnota vztahuje, a ta by sama o sobě neměla žádnou vypov́ıdaćı hodnotu12.

Veličina Jednotka Symbol Ekvivalent
kmitočet hertz Hz s−1

śıla newton N kg·m·s−2

práce joule J N·m = kg·m2·s−2

výkon watt W J·s−1 = kg·m2·s−3

tlak pascal Pa N·m−2 = kg·m−1·s−2

elektrický náboj coulomb C A·s
elektrické napět́ı volt V N·C−1·m = kg·m2·s−3·A−1

elektrický odpor ohm Ω V·A−1 = kg·m2·s−3·A−2

kapacita farad F C·V−1 = A·s4·kg−1·m−2

magnetická indukce tesla T N·C−1·m−1·s = kg·A−1·s−2

magnetický indukčńı tok weber Wb T·m2 = kg·m2·A−1·s−2

indukčnost henry H Wb·A−1 = kg·m2·A−2·s−2

Tabulka 3: Některé odvozené fyzikálńı veličiny a jejich jednotky.

11Což se, miĺı studenti, také týká protokol̊u z fyzikálńıho praktika!
12Sonda Mars Climate Orbiter shořela 23. 9. 1999 v atmosféře Marsu při neúspěšném pokusu o navedeńı na

oběžnou dráhu. Př́ıčinou byla skutečnost, že palubńı ř́ıd́ıćı program sondy očekával č́ıselné hodnoty velikosti śıly
tahu motor̊u v metrických jednotkách (newtonech), zat́ımco program v pozemńım ř́ıd́ıćım středisku generoval tyto
hodnoty v jednotkách britsko-amerických (pound force – lbf, 1 lbf = 4,448 222N ).
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Aby výsledky měřeńı źıskané r̊uznými lidmi v r̊uzných mı́stech a r̊uzných dobách mohly být
porovnatelné, měř́ı se fyzikálńı veličiny v jednotkách stanovených přesně a jednoznačně. Volba
jednotek se provád́ı tak, že je udán experimentálńı postup13, jak se daná jednotka realizuje, nebo
je za ni zvolen nějaký prototyp14.

Fyzikálńıch veličin je velké množstv́ı. Stejnorodé fyzikálńı veličiny můžeme sč́ıtat a odč́ıtat,
násobeńım a děleńım vznikaj́ı veličiny nové. Praxe ukázala, že k popsáńı všech fyzikálńıch jev̊u
postačuje velmi malý soubor tzv. základńıch veličin, jejich násobeńım a děleńım vznikaj́ı veličiny
odvozené.

V roce 1960 vybrala XI. generálńı konference pro mı́ry a váhy sedm základńıch veličin a je-
jich jednotek, které se staly základem Mezinárodńı soustavy jednotek označované zkratkou SI, viz
tabulka 2.

Soustava jednotek SI je rozš́ı̌rena tzv. jednotkami doplňkovými – radián (rad) pro rovinný úhel
a steradián (sr) pro úhel prostorový. Tyto jednotky se interpretuj́ı jako bezrozměrové15.

Některé odvozené veličiny a jejich jednotky, které maj́ı vlastńı název, jsou uvedeny v tabulce 3.
Z praktických d̊uvod̊u se použ́ıvaj́ı i tzv vedleǰśı jednotky, jako např́ıklad minuta, den, světelný rok,
úhlový stupeň, atp.

Násobek Předpona Značka Násobek Předpona Značka
1024 yotta- Y 10−24 yokto- y
1021 zetta- Z 10−21 zepto- z
1018 exa- E 10−18 atto- a
1015 peta- P 10−15 femto- f
1012 tera- T 10−12 piko- p
109 giga- G 10−9 nano- n
106 mega- M 10−6 mikro- µ

103 kilo- k 10−3 mili- m
102 hekto- h 10−2 centi- c
101 deka- da 10−1 deci- d

Tabulka 4: Předpony použ́ıvané u jednotek fyzikálńıch veličin.

Pro zpřehledněńı č́ıselného vyjádřeńı hodnoty fyzikálńı veličiny se použ́ıvaj́ı předpony jedno-
tek, obvyklé je použ́ıváńı předpon podle třet́ı mocniny č́ısla 10. Použ́ıvané předpony jsou uvedeny
v tabulce 4, tučně jsou vyznačeny ty nejčastěji použ́ıvané16.

Daľśı detaily týkaj́ıćı se problematiky jednotek fyzikálńıch veličin lze nalézt v př́ıslušné literatuře,
např́ıklad [12], [13].

4.2 Platné cifry

Při zápisu č́ıselné hodnoty (nejen) fyzikálńı veličiny je třeba mı́t představu o tom, jak přesně danou
hodnotu zapisujeme. Přesnost zapisovaného č́ısla vyjadřujeme pomoćı tzv. počtu platných cifer.

13Např́ıklad metr je definován jako vzdálenost, kterou světlo uraźı za čas 1/299 793 458 sekundy.
14Např́ıklad kilogram je hmotnost mezinárodńıho prototypu kilogramu (platino-iridiového válečku) uloženého v

Mezinárodńım úřadě pro mı́ry a váhy v Sèvres ve Francii.
15Jednotkou bezrozměrové veličiny je č́ıslo 1, při jejich vyjadřováńı se jednotka (1) neuvád́ı.
16Možná vás zarazily

”
násob́ıćı tečky“ v odvozených jednotkách v tabulce 3 a v celém tomto textu. I když jsou na

prvńı pohled zbytečné a nijak zvlášt’ estetické, maj́ı sv̊uj smysl. Kdybychom např́ıklad napsali b = 0,002898mK, neńı
zžejmé, zda máme na mysli

”
metry krát kelviny“, nebo

”
milikelviny“. Naṕı̌seme-li však m·K, je zřejmé, že máme na

mysli
”
metry krát kelviny“ a že se jedná o konstantu Wienova zákona.
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Počet platných cifer v č́ısle se určuje podle následuj́ıćıho algoritmu.

1. Nenulová č́ıslice nejv́ıce nalevo je nejvýznamněǰśı platná cifra.

2. Jestliže č́ıslo neobsahuje desetinnou čárku, nenulová č́ıslice nejv́ıce napravo je nejméně
významná platná cifra.

3. Jestliže č́ıslo obsahuje desetinnou čárku, č́ıslice (včetně nuly) nejv́ıce napravo je nejméně
významná platná cifra.

4. Počet platných cifer je počet č́ıslic mezi nejvýznamněǰśı a nejméně významnou včetně.

Př́ıklad. Následuj́ıćı č́ısla jsou zapsána s přesnost́ı na tři platné cifry: 123, 10 300, 1,02, 1,00, 0,123,
0,0101, 0,0100. Č́ıslo 100 000 je s přesnost́ı na tři platné cifry možné zapsat jako 1,00 · 105.

V př́ıpadě č́ıselných hodnot veličin źıskaných měřeńım a následným výpočtem nemá smysl
uvádět výsledné hodnoty s přesnost́ı danou strojovou přesnost́ı poč́ıtače či rozlǐseńım displeje kal-
kulačky, nebot’ vstupńı data jsou zat́ıžena chybami, což je kvantifikováno jejich nejistotou. Přesnost
těchto č́ıselných hodnot na požadovaný počet platných cifer, viz ńıže, snižujeme zaokrouhlováńım17.

4.3 Zápis výsledku měřeńı

Hodnotu fyzikálńı veličiny źıskanou měřeńım vždy prezentujeme spolu s vypočtenou nejistotou,
č́ımž vyjadřujeme, jak

”
přesně“ tato veličina byla určena. Výsledek měřeńı veličiny x zpravidla

zapisujeme ve tvaru
x = (x± uc) [x], (34)

kde x je nejlepš́ı odhad skutečné hodnoty měřené veličiny (často realizovaný pomoćı aritmetického
pr̊uměru), uc je kombinovaná standardńı nejistota tohoto odhadu a [x] je jednotka, ve které je
č́ıselná hodnota odhadu měřené veličiny a jej́ı nejistoty udávána. Závorka vyjadřuje, že obě č́ıselné
hodnoty se vztahuj́ı k téže jednotce.

Jak bylo výše uvedeno, viz vztah (19), nejistota měřeńı má poměrně velkou nejistotu a z tohoto
d̊uvodu ji vyjadřujeme s přesnost́ı na maximálně dvě platné cifry. Počet platných cifer u odhadu
měřené veličiny uprav́ıme tak, aby obě č́ısla byla zapsána se stejnou přesnost́ı.

K vyjádřeńı přesnosti měřeńı se často ve vztahu (34) použ́ıvá i rozš́ı̌rená nejistota. Z tohoto
d̊uvodu je třeba vždy výslovně uvést, co č́ıselná hodnota za symbolem ± reprezentuje a v př́ıpadě
rozš́ı̌rené nejistoty, k jakému intervalu spolehlivosti se vztahuje.

17Na č́ıslice následuj́ıćı za nejméně významnou platnou cifrou (NVPC) nahĺıž́ıme, jako by před nimi byla desetinná
čárka a tvoř́ı tak č́ıslo z menš́ı než 1. Pokud z < 1/2, č́ıslice za NVPC vypust́ıme. Pokud z > 1/2, č́ıslice za NVPC
vypust́ıme a NVPC zvýš́ıme o 1. Pokud z = 1/2 č́ıslice za NVPC vypust́ıme a NVPC zvýš́ıme o 1, pokud je lichá.
Tı́mto se vyhneme zaneseńı systematické chyby při př́ıpadném daľśım zpracováńı (sč́ıtáńı) takto zaokrouhlených
č́ısel.
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Př́ıklad zápisu výsledku měřeńı: Ve fyzikálńım praktiku byla měřeńım a následným výpočtem
na poč́ıtači nalezena tato hodnota Planckovy konstanty a jej́ı standardńı nejistoty:

h = 6,615 275 932 · 10−34 J·s, u(h) = 2,776 069 419 · 10−36 J·s.

Standardńı nejistotu zaṕı̌seme s přesnost́ı na dvě platné cifry

u(h) = 2,8 · 10−36 J·s = 0,028 · 10−34 J·s

a Planckovu konstantu zaokrouhĺıme na stejný počet desetinných mı́st, jako nejistotu

h = 6,615 · 10−34 J·s.

Výsledek měřeńı zaṕı̌seme takto: Měřeńım bylo zjǐstěno, že pro Planckovu konstantu plat́ı

h = (6,615± 0,028) · 10−34 J·s,

kde č́ıslo uvedené za symbolem ± vyjadřuje kombinovanou standardńı nejistotu.

Daľśı př́ıklady zápisu výsledku měřeńı lze nalézt v dodatku A.2.

5 Př́ıklad

Objem pingpongového mı́čku
Máme za úkol zjistit objem V pingpongového mı́čku. Použijeme vztah

V =
1

6
πd3,

kde d je pr̊uměr, jenž budeme měřit posuvným měř́ıtkem, které svým noniem děĺı milimetr na
50 d́ılk̊u. Předem jsme si ověřili, že mı́ček je natolik tuhý, že přiložeńım posuvného měř́ıtka jej
nedeformujeme natolik, abychom se dopouštěli systematické chyby, kterou bychom museli korigovat.
Opakovaným měřeńım byly zjǐstěny ńıže uvedené hodnoty.

Měřeńı č. 1 2 3 4 5 6 7 8
Pr̊uměr di [mm] 37,74 37,76 37,78 37,72 37,78 37,76 37,74 37,76

Vypočteme aritmetický pr̊uměr pr̊uměru mı́čku

d =
1

N

N
∑

i=1

di =
1

8

8
∑

i=1

di = 37,755mm.

Vypočteme odhad směrodatné odchylky naměřených hodnot

s =

√

∑N
i=1(di − d)2

N − 1
=

√

∑8
i=1(di − 37,755)2

7
= 0,0207mm.
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Standardńı nejistotu aritmetického pr̊uměru (vyhodnocenou metodou typu A) pak vypočteme po-
moćı vzorce

uA(d) =
s√
N

=
0,0207mm√

8
= 0,007 32mm.

Posuvné měř́ıtko má konečné rozlǐseńı souvisej́ıćı s jemnost́ı děleńı stupnice ∆ = 0,02mm. S t́ım
je spojena standardńı nejistota (určená metodou typu B), pro kterou můžeme psát

uB(d) =
0,02mm√

12
= 0,005 77mm.

Kombinovanou standardńı nejistotu pr̊uměru mı́čku vypočteme pomoćı vzorce (30) jako

uC(d) =
√

u2
A + u2

B = 0,009 32mm.

Nejlepš́ı odhad objemu mı́čku vypočteme jako

V =
1

6
πd

3
=

1

6
π(37,755mm)3 = 28 178,7709mm3.

Pro standardńı kombinovanou nejistotu objemu mı́čku pak dostaneme

u(V ) =

∣

∣

∣

∣

∂V

∂d

∣

∣

∣

∣

uC(d) =
1

2
πd

2
uC(d) = 20,87mm3 ≈ 21mm3.

Pro objem mı́čku tedy můžeme psát

V = (28 179± 21)mm3,

kde č́ıslo uvedené za symbolem ± vyjadřuje kombinovanou standardńı nejistotu.

6 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Velmi často je třeba experimentálně zjistit parametry funkčńı závislosti dvou veličin X a Y . Tato
funkčńı závislost bud’ může vycházet z př́ıslušné teorie, nebo ji hledáme a snaž́ıme se vytvořit
model, pomoćı kterého bychom závislost veličin X a Y nějak popsali.

Tato úloha se řeš́ı tak, že pro N r̊uzných hodnot xi se měř́ı odpov́ıdaj́ıćı hodnoty yi a parametry
př́ıslušné funkčńı závislosti se odhadnou pomoćı tzv. metody nejmenš́ıch čtverc̊u, jej́ıž elementárńı
př́ıklad je uveden v poznámce na straně 4.

V daľśım textu jsou uvedeny algoritmy metody nejmenš́ıch čtverc̊u pro aproximaci experi-
mentálńıch dat lineárńı, exponenciálńı a polynomiálńı funkčńı závislost́ı, respektive odhad př́ıslušných
regresńıch parametr̊u a jejich standardńıch nejistot (směrodatných odchylek). Složitěǰśı př́ıpady,
vedoućı zpravidla na numerické řešeńı soustav nelineárńıch algebraických rovnic je možné nalézt
např́ıklad v [3], [6].
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6.1 Aproximace př́ımkou

Předpokládejme nejdř́ıve, že hodnota veličiny Y je lineárně závislá na hodnotě veličiny X a že tedy
teoreticky plat́ı

y0(x) = a0x+ b0, (35)

kde a0 6= 0. V i-tém měřeńı źıskáme hodnoty (xi, yi). Předpokládejme, že hodnotu xi umı́me
zjistit (nastavit) přesně, zat́ımco hodnota yi = y0(xi) + ǫi je zat́ıžena náhodnou chybou ǫi, jej́ıž
statistické rozděleńı je normálńı (Gaussovo) a má směrodatnou odchylku σi. Pro pravděpodobnost,
že naměřená hodnota bude ležet v (úzkém) intervalu y0(xi)±∆y/2, tedy bude platit

Pi =
1

σi

√
2π

exp

{

−1

2

[

yi − y0(xi)

σi

]2
}

∆y. (36)

Pravděpodobnost, že N hodnot yi bude ležet v př́ıslušném intervalu, vypočteme jako součin jed-
notlivých pravděpodobnost́ı (36), tedy

P (a0, b0) =

N
∏

i=1

Pi =

N
∏

i=1

(∆y)N

σi

√
2π

exp

{

−1

2

[

yi − y0(xi)

σi

]2
}

=

=
(∆y)N√

2π

N
∏

k=1

1

σk

×
N
∏

i=1

exp

{

−1

2

[

yi − y0(xi)

σi

]2
}

=

=
(∆y)N√

2π

N
∏

k=1

1

σk
× exp

{

−1

2

N
∑

i=1

[

yi − y0(xi)

σi

]2
}

. (37)

Pod́ıvejme se nyńı na situaci z odlǐsného úhlu pohledu. Měřeńım jsme źıskali N dvojic (xi, yi) a
chceme odhadnout parametry skutečné funkčńı závislosti (35), ve tvaru

y(x) = ax+ b. (38)

Pro pravděpodobnost, že naměřené hodnoty budou ležet v intervalech y(xi)±∆y/2 podobně jako
ve vztahu (37), dostaneme

P (a, b) =
(∆y)N√

2π

N
∏

k=1

1

σk

√
2π

× exp

{

−1

2

N
∑

i=1

[

yi − y(xi)

σi

]2
}

. (39)

Parametry a a b urč́ıme tak, aby pravděpodobnost P (a, b) byla maximálńı, tedy nalezeńım extrému
funkce (39). Jelikož členy před exponenciálou jsou konstantńı a exponenciála je monotónńı funkce,
stač́ı hledat extrém funkce18

χ2 ≡
N
∑

i=1

[

yi − y(xi)

σi

]2

=

N
∑

i=1

(

yi − axi − b

σi

)2

. (40)

Vypočteme derivace podle parametr̊u a a b a výsledek polož́ıme rovný nule, tedy

∂χ2

∂a
=

∂

∂a

N
∑

i=1

(

yi − axi − b

σi

)2

= −2

N
∑

i=1

xi(yi − axi − b)

σ2
i

!
= 0, (41a)

∂χ2

∂b
=

∂

∂b

N
∑

i=1

(

yi − axi − b

σi

)2

= −2
N
∑

i=1

yi − axi − b

σ2
i

!
= 0. (41b)

18χ2 – čti ch́ı kvadrát.

20



Vztahy (41) můžeme přepsat do tvaru

a
N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

+ b
N
∑

i=1

xi

σ2
i

=
N
∑

i=1

xiyi
σ2
i

, (42a)

a
N
∑

i=1

xi

σ2
i

+ b
N
∑

i=1

1

σ2
i

=
N
∑

i=1

yi
σ2
i

, (42b)

což je soustava dvou lineárńıch algebraických rovnic pro neznámé parametry a a b. Soustavu snadno
vyřeš́ıme Cramerovým pravidlem

a =
1

∆

∣

∣

∣

∣

∣

∑

1
σ2
i

∑ yk
σ2
i

∑

xi

σ2
i

∑ xkyk
σ2
k

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

∆

(

N
∑

i=1

1

σ2
i

N
∑

k=1

xkyk
σ2
k

−
N
∑

i=1

xi

σ2
i

N
∑

k=1

yk
σ2
k

)

, (43a)

b =
1

∆

∣

∣

∣

∣

∣

∑ yk
σ2
k

∑

xi

σ2
i

∑ xkyk
σ2
k

∑ x2
i

σ2
i

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

∆

(

N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

N
∑

k=1

yk
σ2
k

−
N
∑

i=1

xi

σ2
i

N
∑

k=1

xkyk
σ2
k

)

, (43b)

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

1
σ2
i

∑ xk

σ2
k

∑

xi

σ2
i

∑ x2
k

σ2
k

∣

∣

∣

∣

∣

=

N
∑

i=1

1

σ2
i

N
∑

k=1

x2
k

σ2
k

−
(

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)2

.

Budou-li mı́t všechny směrodatné odchylky stejnou hodnotu σi = σ, přejdou vzorce (43) do
jednodušš́ıho tvaru

a =
N
∑

xiyi −
∑

xi

∑

yk

N
∑

x2
i − (

∑

xi)
2 , b =

∑

x2
i

∑

yk −
∑

xi

∑

xkyk

N
∑

x2
i − (

∑

xi)
2 . (44)

Dále urč́ıme standardńı nejistoty (směrodatné odchylky) regresńıch parametr̊u a a b. K jejich
nejistotám přisṕıvaj́ı nejistoty jednotlivých hodnot yi. Použit́ım vzorce (28) tedy můžeme psát

σ2
a =

N
∑

k=1

(

∂a

∂yk

)2

σ2
k, σ2

b =

N
∑

k=1

(

∂b

∂yk

)2

σ2
k. (45)

Derivováńım vzorc̊u (43) postupně dostaneme

∂a

∂yk
=

1

∆

(

xk

σ2
k

N
∑

i=1

1

σ2
i

− 1

σ2
k

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)

,
∂b

∂yk
=

1

∆

(

1

σ2
k

N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

− xk

σ2
k

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)

,

21



takže po dosazeńı do vztah̊u (45) můžeme psát

σ2
a =

N
∑

k=1

σ2
k

∆2

(

xk

σ2
k

N
∑

i=1

1

σ2
i

− 1

σ2
k

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)2

=

=
N
∑

k=1

σ2
k

∆2





x2
k

σ4
k

(

N
∑

i=1

1

σ2
i

)2

− 2xk

σ4
k

N
∑

j=1

1

σ2
j

N
∑

i=1

xi

σ2
i

+
1

σ4
k

(

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)2


 =

=
1

∆2





N
∑

k=1

x2
k

σ2
k

(

N
∑

i=1

1

σ2
i

)2

− 2
N
∑

k=1

xk

σ2
k

N
∑

j=1

1

σ2
j

N
∑

i=1

xi

σ2
i

+
N
∑

k=1

1

σ2
k

(

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)2


 =

=
1

∆2





N
∑

k=1

x2
k

σ2
k

(

N
∑

i=1

1

σ2
i

)2

−
N
∑

i=1

1

σ2
i

(

N
∑

k=1

xk

σ2
k

)2


 =

=
1

∆2

(

N
∑

i=1

1

σ2
i

)





N
∑

k=1

x2
k

σ2
k

N
∑

j=1

1

σ2
j

−
(

N
∑

k=1

xk

σ2
k

)2


 =
1

∆

N
∑

i=1

1

σ2
i

. (46)

a

σ2
b =

N
∑

k=1

σ2
k

∆2

(

1

σ2
k

N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

− xk

σ2
k

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)2

=

=
N
∑

k=1

σ2
k

∆2





1

σ4
k

(

N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

)2

− 2xk

σ4
k

N
∑

j=1

x2
j

σ2
j

N
∑

i=1

xi

σ2
i

+
x2
k

σ2
k

(

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)2


 =

=
1

∆2





N
∑

k=1

1

σ2
k

(

N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

)2

− 2
N
∑

k=1

xk

σ2
k

N
∑

j=1

x2
j

σ2
j

N
∑

i=1

xi

σ2
i

+
N
∑

k=1

x2
k

σ2
k

(

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)2


 =

=
1

∆2





N
∑

i=1

1

σ2
i

(

N
∑

k=1

x2
k

σ2
k

)2

−
N
∑

k=1

x2
k

σ2
k

(

N
∑

i=1

xi

σ2
i

)2


 =

=
1

∆2

(

N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

)





N
∑

k=1

1

σ2
k

N
∑

j=1

x2
j

σ2
j

−
(

N
∑

k=1

xk

σ2
k

)2


 =
1

∆

N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

. (47)

Ve speciálńım př́ıpadě, kdy σi = σ, přejdou vzorce (46) a (47) do jednodušš́ıho tvaru

σ2
a =

Nσ2

N
∑

x2
i − (

∑

xi)
2 , σ2

b =
σ2
∑

x2
i

N
∑

x2
i − (

∑

xi)
2 . (48)

6.2 Aproximace známou mocninou

Často se setkáváme se situaćı, kdy teoretická funkčńı závislost má tvar

y0 = c0x
m, (49)
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kde m je známá19 mocnina. Ve speciálńım př́ıpadě, kdy m = 1, se jedná o př́ımku procházej́ıćı
počátkem, můžeme použ́ıt postup uvedený v předchoźım odstavci (určujeme o jeden parametr
nav́ıc (a), přicháźıme o jeden stupeň volnosti a použ́ıváme složitěǰśı vzorce, ale na druhou stranu,
můžeme t́ımto zp̊usobem vykompenzovat aditivńı systematickou chybu).

Odhad c regresńıho parametru c0 najdeme pomoćı extrému funkce

χ2 =

N
∑

i=1

(

yi − cxm
i

σi

)2

.

Derivováńım dostaneme
dχ2

dc
= −2

N
∑

i=1

xm
i yi − cx2m

i

σ2
i

. (50)

V extrému je funkce (50) rovna nule, takže dostaneme

N
∑

i=1

xm
i yi − cx2m

i

σ2
i

= 0 ⇒ c =

∑

xm
i yi/σ

2
i

∑

x2m
i /σ2

i

. (51)

Tento vztah se pro př́ıpad, kdy jsou všechny směrodatné odchylky stejné (σi = σ), dále zjednodušuje
do tvaru

c =

∑

xm
i yi

∑

x2m
i

. (52)

Směrodatnou odchylku σc najdeme použit́ım vzorce (28) aplikovaného na vztah (51) jako

σ2
c =

N
∑

k=1

(

∂c

∂yk

)2

σ2
k =

N
∑

k=1

(

xm
k /σ

2
k

∑

i x
2m
i /σ2

i

)2

σ2
k =

∑

k x
2m
k /σ2

k

(
∑

i x
2m
i /σ2

i )
2
=

1
∑

x2m
i /σ2

i

. (53)

V př́ıpadě, kdy jsou všechny směrodatné odchylky stejné (σi = σ), přecháźı vzorec (53) do
jednodušš́ıho tvaru

σ2
c =

σ2

∑

x2m
i

. (54)

6.3 Aproximace exponenciálou

Vzorce odvozené v předchoźım textu lze př́ımočaře aplikovat i na př́ıpad, kdy teoretická závislost
veličin X a Z je exponenciálńı a plat́ı

z0(x) = A0e
k0x. (55)

Tuto exponenciálńı závislost lze logaritmováńım převést na závislost lineárńı

ln z0(x) = ln
(

A0e
k0x
)

= k0x+ lnA0.

Odhady regresńıch parametr̊u tedy můžeme hledat pomoćı extrému funkce

χ2 =

N
∑

i=1

[

ln zi − kxi − lnA

σ′

i

]2

=

N
∑

i=1

[

yi − axi − b

σ′

i

]2

, (56)

19Užitečné by jistě bylo, kdybychom nepředpokládali, že mocninu m známe, ale metodou nejmenš́ıch čtverc̊u našli
jej́ı odhad. Tato úloha ale vede na soustavu nelineárńıch rovnic, které je třeba řešit numericky na poč́ıtači. Bĺıže viz
odstavec 6.5.
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kde jsme položili
yi = ln zi, a = k, b = lnA.

Směrodatné odchylky σ′

i odpov́ıdaj́ı veličině ln zi a s použit́ım vzorce (28) pro ně můžeme psát

σ′2
i =

(

dy

dz

)2

z=zi

σ2
i =

[

d (ln z)

dz

]2

z=zi

σ2
i =

σ2
i

z2i
.

Po té, co pomoćı vzorc̊u (43) (46) a (47) vypočteme parametry a a b a jejich směrodatné
odchylky, provedeme zpětnou transformaci

k = a, A = e b

a přepoč́ıtáme směrodatné odchylky pro parametry A a k jako

σ2
k = σ2

a, σ2
A =

(

dA

db

)2

σ2
b =

[

d (e b)

db

]2

σ2
b = e 2bσ2

b .

6.4 Aproximace polynomem m-tého stupně

Složitěǰśı funkčńı závislosti se často aproximuj́ı pomoćı polynomů, čehož se využ́ıvá i v př́ıpadě
experimentálně źıskaných dat. Koeficienty polynomu

y(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ am−1x

m−1 + amx
m =

m
∑

j=0

ajx
j

aproximuj́ıćıho N naměřených dvojic (xi, yi), pro něž plat́ı stejné předpoklady jako v odstavci 6.1,
můžeme odhadnout z extrému funkce

χ2 =
N
∑

i=1

1

σ2
i

(

yi −
m
∑

j=0

ajx
j
i

)2

.

Nejdř́ıve vypočteme derivace podle jednotlivých koeficient̊u a výsledky polož́ıme rovné nule,
tedy

∂χ2

∂a0
= −2

N
∑

i=1

1

σ2
i

(

yi −
m
∑

j=0

ajx
j
i

)

!
= 0,

∂χ2

∂a1
= −2

N
∑

i=1

xi

σ2
i

(

yi −
m
∑

j=0

ajx
j
i

)

!
= 0,

∂χ2

∂a2
= −2

N
∑

i=1

x2
i

σ2
i

(

yi −
m
∑

j=0

ajx
j
i

)

!
= 0,

...

∂χ2

∂am
= −2

N
∑

i=1

xm
i

σ2
i

(

yi −
m
∑

j=0

ajx
j
i

)

!
= 0.
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T́ım dostaneme soustavu m+1 lineárńıch rovnic prom+1 hledaných koeficient̊u am, kterou můžeme
zapsat ve tvaru

m
∑

j=0

aj

N
∑

i=1

xj
i

σ2
i

=
N
∑

i=1

yi
σ2
i

,

m
∑

j=0

aj

N
∑

i=1

xj+1
i

σ2
i

=

N
∑

i=1

xiyi
σ2
i

,

m
∑

j=0

aj

N
∑

i=1

xj+2
i

σ2
i

=

N
∑

i=1

x2
i yi
σ2
i

,

...
m
∑

j=0

aj

N
∑

i=1

xj+m
i

σ2
i

=
N
∑

i=1

xm
i yi
σ2
i

,

anebo maticově jako






















∑

1
σ2
i

∑ xi

σ2
i

∑ x2
i

σ2
i

· · · ∑ xm
i

σ2
i

∑ xi

σ2
i

∑ x2
i

σ2
i

∑ x3
i

σ2
i

· · · ∑ xm+1
i

σ2
i

∑ x2
i

σ2
i

∑ x3
i

σ2
i

∑ x4
i

σ2
i

· · · ∑ xm+2
i

σ2
i

...
...

...
. . .

...
∑ xm

i

σ2
i

∑ xm+1
i

σ2
i

∑ xm+2
i

σ2
i

· · ·
∑ x2m

i

σ2
i
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...

am
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∑ yi
σ2
i

∑ xiyi
σ2
i

∑ x2
i yi
σ2
i

...
∑ xm

i yi
σ2
i



















.

Tuto maticovou rovnici můžeme přepsat do poněkud úsporněǰśıho tvaru

Ma = b, (58)

kde

Mkl =

N
∑

i=1

xk+l
i

σ2
i

, bk =

N
∑

i=1

xk
i yi
σ2
i

, k, l = 0, 1, 2, . . . , m.

Řešeńı soustavy (58) nalezneme snadno pomoćı inverzńı matice k M jako

M
−1
Ma = Ea = a = M

−1
b ⇒ a = Rb, (59)

kde R = M
−1 a E je jednotková matice.

Standardńı nejistoty regresńıch parametr̊u (směrodatné odchylky) opět vypočteme ze vzorce
pro kombinovanou nejistotu (28) ve tvaru

σ2
ak

=
N
∑

l=1

(

∂ak
∂yl

)2

σ2
l . (60)

Protože plat́ı

ak =

m
∑

j=0

Rkjbj =

m
∑

j=0

Rkj

N
∑

i=1

xj
iyi
σ2
i

,
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můžeme psát
∂ak
∂yl

=
m
∑

j=0

Rkj
xj
l

σ2
l

(61)

a dosazeńım výrazu (61) do vztahu (60) postupně dostaneme

σ2
ak

=
N
∑

l=1

(

m
∑

j=0

Rkj
xj
l

σ2
l

)2

σ2
l =

N
∑

l=1

(

m
∑

i=0

Rki
xi
l

σ2
l

)(

m
∑

j=0

Rkj
xj
l

σ2
l

)

σ2
l =

=
m
∑

i=0

m
∑

j=0

RkiRkj

N
∑

l=1

xi+j
l

σ2
l

=
m
∑

i=0

m
∑

j=0

RkiRkjMij =

=

m
∑

j=0

Rkj

m
∑

i=0

RkiMij =

m
∑

j=0

RkjEkj = Rkk, (62)

kde jsme využili vlastnosti jednotkové matice Ekj = 0 pro k 6= j a Ekj = 1 pro k = j.
Vzorec (62) tedy ř́ıká, že rozptyl koeficientu ak je roven k-tému prvku diagonály matice inverzńı

k matici M.

6.5 Složitěǰśı př́ıpady

Problémy řešené v odstavćıch 6.1 – 6.4 bylo možné (i když někdy trochu pracně) řešit analyticky.
Metody popsané v odstavci 6.4 lze př́ımočaře zobecnit na př́ıpad

y(x) = a1f1(x) + a2f2(x) · · ·+ amfm(x) =
m
∑

j=1

ajfj(x),

tedy pro funkce lineárńı vzhledem k hledaným parametr̊um, viz [3]. Funkce, jež nejsou lineárńı
vzhledem ke hledaným parametr̊um, zpravidla vedou na soustavy nelineárńıch rovnic, které je
třeba řešit metodami numerické matematiky, viz [3], [6]. Výjimkou jsou ovšem př́ıpady, kdy se dá
nelineárńı problém vhodnou transformaćı převést na jednodušš́ı př́ıpad, viz odstavec 6.3.

V předchoźıch odstavćıch jsme uvažovali, že hodnoty xi nezávislé veličiny jsou určeny tak přesně,
že jejich nejistoty nemuśıme v̊ubec uvažovat, což někdy (sṕı̌s často) nemuśı být splněno. V př́ıpadě,
kdy je výrazně přesněǰśı určeńı veličiny závislé oproti veličině nezávislé je možné u aproximace
př́ımkou vyj́ıt z inverzńı relace

x(y) = a′y + b′,

použ́ıt metody popsané v odstavci 6.1 a pak vyjádřit a = 1/a′ a b = −b′/a′.
Obecný př́ıpad, kdy je třeba uvažovat nejistoty jak závislé tak i nezávislé veličiny, opět vede na

nelineárńı soustavy rovnic, které se řeš́ı numericky, detaily viz [3], [6].

6.6 Posouzeńı kvality aproximace

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je založena na hypotéze, že optimálńı aproximace hodnot xi, yi funkćı
y(x) je ta, která minimalizuje výraz

χ2 ≡
N
∑

i=1

[

yi − y(xi)

σi

]2

.

26



Odhad rozptylu dat kolem funkčńı závislosti y(x), jej́ıž parametry byly metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u nalezeny, je možné definovat vztahem podobným vztahu (6) jako

s2 ≡ 1

ν

N
∑

i=1

[yi − y(xi)]
2 , (63)

kde ν = N − M je počet stupň̊u volnosti, tedy počet naměřených hodnot zmenšený o počet
parametr̊u určovaných metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (takže např́ıklad pro aproximaci př́ımkou M =
2, pro aproximaci polynomem m-tého stupně M = m+ 1).

Velikost rozptylu s2 je jednak závislá na rozptylu σ2
i naměřených hodnot kolem hodnot skutečných

y0(xi) (souviśı s velikostmi chyb měřeńı) a jednak na tom, jak dobře funkce y(x) aproximuje teore-
tickou (skutečnou) závislost y0(x).

Pro častý př́ıpad, kdy σi = σ, můžeme psát

χ2
ν ≡ χ2

ν
=

∑N
i=1 [yi − y(xi)]

2

νσ2
=

s2

σ2
. (64)

Pro hodnotu výrazu χ2
ν by v př́ıpadě

”
dobré aproximace“ zřejmě mělo platit χ2

ν ≈ 1.
Jako empirické kritérium pro posouzeńı, zda funkce y(x) dobře aproximuje naměřená data i

v př́ıpadě, kdy σi jsou r̊uzné, můžeme tedy použ́ıt vztah

χ2
ν =

1

ν

N
∑

i=1

[

yi − y(xi)

σi

]2

, (65)

jehož hodnota by se neměla př́ılǐs lǐsit od jedné. Velmi malé hodnoty χ2
ν většinou svědč́ı o

”
přeceněńı“

chyb měřeńı (př́ılǐs velkém odhadu hodnot σi), př́ılǐs velké hodnoty signalizuj́ı špatnou aproximaci.
Pravděpodobnostńı př́ıstup posouzeńı kvality aproximace lze nalézt např́ıklad v [3].

6.7 Když neznáme nejistoty vstupńıch dat . . .

V předchoźıch odstavćıch věnovaných metodě nejmenš́ıch čtverc̊u jsme předpokládali, že známe
směrodatné odchylky (nebo sṕı̌s jejich odhady) σi závislé veličiny yi. Pomoćı nich jsme pak schopni
vypoč́ıtat směrodatné odchylky regresńıch parametr̊u a posoudit kvalitu aproximace. Někdy se však
můžeme dostat do situace, kdy nejistoty vstupńıch dat bud’ neznáme, nebo o nich máme špatné
informace20.

V těchto př́ıpadech je možné postupovat tak, že do vzorc̊u pro výpočet regresńıch parametr̊u
dosad́ıme σi = σ = 1 a vypočteme regresńı parametry, č́ımž urč́ıme funkčńı závislost y(x). Odhad
rozptylu vstupńıch dat s2 kolem funkčńı závislosti y(x) poté vypočteme pomoćı vzorce (63), přičemž
bude zřejmě platit s2 = χ2/ν = χ2

ν .
Dále budeme předpokládat (což ale nemuśı být pravda), že funkčńı závislost y(x) je zvolena

správně. V tom př́ıpadě by mělo platit σ2 ≈ s2. Hodnotu s2 vypočtenou vzorcem (63) tedy
použijeme jako odhad rozptylu hodnot yi ve vzorćıch pro výpočet nejistot regresńıch parametr̊u.

20To se může např́ıklad projevit t́ım, že dosazeńım do vzorce (65) dostaneme χ2
ν
≪ 1.
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6.8 Poznámka – vážený pr̊uměr

V některých př́ıpadech opakujeme stejný experiment (měřeńı veličiny X) v́ıcekrát (N -krát). Při
každém opakováńı experimentu, at’ už jakýmkoliv zp̊usobem, urč́ıme nejpravděpodobněǰśı hod-
notu měřené veličiny (označme ji xi) a odhad jej́ı směrodatné odchylky (standardńı nejistotu) si.
Dı́ky chybám měřeńı při každém opakováńı experimentu dostaneme jiné hodnoty (xi, si), př́ıpadně,
použijeme-li jiné metody či př́ıstroje, můžeme v některých následných opakováńıch měřeńı zpřesnit
(zmenšit standardńı nejistotu).

Budeme-li předpokládat, že výsledky jednotlivých opakováńı experimentu nejsou zat́ıžené sys-
tematickými chybami, můžeme nejpravděpodobněǰśı hodnotu µ měřené veličiny X s využit́ım všech
źıskaných výsledk̊u naj́ıt minimalizaćı funkce

χ2 =

N
∑

i=1

(

xi − µ

si

)2

.

Dostaneme tak
dχ2

dµ
= −2

N
∑

i=1

xi − µ

s2i
= 0 ⇒ µ =

∑

i xi/s
2
i

∑

i 1/s
2
i

, (66)

což je vážený pr̊uměr, který zajǐst’uje, že přesněji změřené hodnoty se poč́ıtaj́ı s větš́ı vahou.
V př́ıpadě, že všechny hodnoty si jsou stejné přecháźı vzorec (66) v obyčejný aritmetický pr̊uměr
(všechny hodnoty se poč́ıtaj́ı se stejnou vahou).

Standardńı nejistotu σµ váženého pr̊uměru opět odhadneme pomoćı vzorce (28) jako

σ2
µ =

N
∑

k=1

(

∂µ

∂xk

)2

s2k =

N
∑

k=1

(

1/s2k
∑

i 1/s
2
i

)2

s2k =
1

∑

i 1/s
2
i

. (67)

7 Daľśı metody

7.1 Metoda postupných měřeńı

Metoda postupných měřeńı, neboli postupná metoda, se týká souboru takových měřeńı, která na
sebe těsně navazuj́ı a vyznačuj́ı se t́ım, že koncový bod jednoho měřeńı je zároveň výchoźım bodem
měřeńı následuj́ıćıho. Je vhodná zejména pro měřeńı periody pravidelně se opakuj́ıćıch děj̊u a pro
určováńı odlehlosti bod̊u tvoř́ıćıch pravidelnou řadu.

Provedeńım N měřeńı dostaneme hodnoty x1, x2, x3, . . . , xN , které by bez př́ıtomnosti chyb
měřeńı tvořily aritmetickou posloupnost a platilo by

x2 − x1 = x3 − x2 = · · · = xN − xN−1 = ∆x.

Jelikož jsou měřeńı zat́ıžena chybami, jednotlivé př́ır̊ustky ∆xi = xi − xi−1 maj́ı odlǐsné hod-
noty. Zdálo by se tedy logické, že nejlepš́ı odhad př́ır̊ustku ∆x dostaneme jako aritmetický pr̊uměr
jednotlivých př́ır̊ustk̊u

∆x =
1

N − 1

[

(x2 − x1) + (x3 − x2) + · · ·+ (xN−2 − xN−1) + (xN − xN−1)
]

=
xN − x1

N − 1
,

ale protože všechny hodnoty mezi xN a x1 se vzájemně odečtou, nepřisṕıvaj́ı ke zpřesněńı měřeńı,
respektive ke sńıžeńı jeho nejistoty.
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x1 xk+1 xk+1 − x1

x2 xk+2 xk+2 − x2

x1 xk+1 xk+1 − x1
...

...
...

xk−2 xN−2 xN−2 − xk−2

xk−1 xN−1 xN−1 − xk−1

xk xN xN − xk

Tabulka 5: K postupné me-
todě.

Z toho d̊uvodu postupujeme následuj́ıćım zp̊usobem. Soubor
naměřených hodnot rozděĺıme na dvě stejně početné skupiny
(pakliže je N liché, jednu, zpravidla prvńı, naměřenou hodnotu
vyřad́ıme) č́ıtaj́ıćı k = N/2 po sobě následuj́ıćıch prvk̊u, viz tabulka
5. Jednotlivé rozd́ıly xk+i − xi reprezentuj́ı k-násobek př́ıslušného
př́ır̊ustku, takže můžeme psát

∆x =
1

k

(

xk+1 − x1

k
+

xk+2 − x2

k
+ · · ·+ xN − xk

k

)

=

=
1

k2

(

N
∑

i=k+1

xi −
k
∑

i=1

xi

)

=
4

N2





N
∑

i=N/2+1

xi −
N/2
∑

i=1

xi



 . (68)

Pro odhad rozptylu př́ır̊ustk̊u ∆xi můžeme psát

s2 =
[(xk+1 − x1)/k −∆x]2 + [(xk+2 − x2)/k −∆x]2 + · · ·+ [(xN − xk)/k −∆x]2

k − 1
=

=
1

k2(k − 1)

k
∑

i=1

(

xk+i − xi − k∆x
)2

=
8

N2(N − 2)

N/2
∑

i=1

(

xN/2+i − xi −
N

2
∆x

)2

,

takže pro odhad směrodatné odchylky aritmetického pr̊uměru př́ır̊ustk̊u bude platit

s =
s√
k
=

√

√

√

√

16

N3(N − 2)

N/2
∑

i=1

(

xN/2+i − xi −
N

2
∆x

)2

. (69)

Poznamenejme, že takovéto soubory naměřených hodnot můžeme stejně dobře zpracovat me-
todou nejmenš́ıch čtverc̊u tak, že naměřené hodnoty, jejichž pořadová č́ısla zvoĺıme za nezávislou
veličinu, necháme proložit polynomem 1. stupně. Koeficient u lineárńıho členu pak odpov́ıdá odhadu
př́ır̊ustku ∆x.

7.2 Metoda redukce

Metoda redukce je velice jednoduchý zp̊usob zpracováńı nepř́ımých měřeńı. Necht’ veličina Y je
nepř́ımo určována měřeńım veličin X1, X2, . . . , XM a plat́ı

Y = f(X1, X2, . . . , XM).

Provedeme celkem N -krát (současně a za stejných podmı́nek) měřeńı těchto M veličin. V k-tém
měřeńı naměř́ıme hodnoty x1,k, x2,k, . . . , xM,k, ze kterých vypočteme hodnotu

yk = f(x1,k, x2,k, . . . , xM,k).

Nejlepš́ı odhad skutečné hodnoty veličiny Y pak vypočteme jako aritmetický pr̊uměr

y =
1

N

N
∑

k=1

yk
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a standardńı nejistotu aritmetického pr̊uměru jako

u(y) =

√

∑N
k=1(yk − y)2

N(N − 1)
.

Výhoda této metody spoč́ıvá v jednoduchosti určeńı nejistoty nepř́ımo měřené veličiny. Je
výhodná zejména v př́ıpadech, kdy některé vstupńı veličiny jsou závislé a při výpočtu kombinované
standardńı nejistoty (vzorec (28)) by bylo třeba uvažovat i př́ıslušné kovariance.
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A Dodatek

A.1 Studentovo rozděleńı

Předpokládejme, že měřená veličina je reprezentována náhodnou veličinou s normálńım rozděleńım,
středńı (skutečnou) hodnotou xs a rozptylem σ2

X , které neznáme. Pro hustotu pravděpodobnosti
náhodné veličiny plat́ı

fX(x) =
1

σX

√
2π

e
−

(x−xs)
2

2σ2
X .

Soubor N hodnot x1, x2, x3, . . . , xN źıskaných skutečně provedeným měřeńım je náhodným
výběrem ze všech možných hodnot měřené veličiny.

Odhad skutečné hodnoty xs provád́ıme pomoćı aritmetického pr̊uměru vybraných (naměřených)
hodnot jako

x =
1

N

N
∑

i=1

xi.

Tento odhad je rovněž náhodnou veličinou (X). Dá se ukázat, že má normálńı rozděleńı a jej́ı
rozptyl je N -krát menš́ı, takže pro směrodatnou odchylku plat́ı σX = σX/

√
N . Pro hustotu

pravděpodobnosti tedy můžeme psát

fX(x) =
1

σX

√
2π

e
−

(x−xs)
2

2σ2
X .

Formálně můžeme zavést bezrozměrnou veličinu

Y =
X − xs

σX

=
X − xs

σX/
√
N
. (70)

Jelikož se v zásadě jedná o veličinu X , která je pouze posunuta o konstantu a vynásobena konstan-
tou, má rovněž normálńı rozděleńı, a protože y =

√
N(x− xs)/σX , můžeme pro něj psát

fY (y) =
1√
2π

e−
y2

2 . (71)

Směrodatnou odchylku měřené veličiny X odhadujeme z naměřených hodnot pomoćı vztahu

s =

√

∑N
i=1(xi − x)2

ν
,

kde ν = N − 1 je počet stupň̊u volnosti. Výběrová směrodatná odchylka je opět náhodná veličina
(S). Pro odhad směrodatné odchylky aritmetického pr̊uměru z N hodnot obdobně plat́ı s = s/

√
N .

Podobně jako vztahem (70) můžeme zavést bezrozměrnou veličinu

T =
X − xs

S
=

X − xs

S/
√
N

. (72)

Jelikož se v tomto př́ıpadě jedná o pod́ıl dvou náhodných veličin, náhodná veličina T již nemá
normálńı rozděleńı. má rozděleńı Studentovo21.

21V roce 1908 jej publikoval William Sealy Gosset pod přezd́ıvkou Student, nebot’ jeho zaměstnavatel, pivovar
Guinness v Dublinu, si nepřál, aby jeho zaměstnanci publikovali vědecké práce.
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Dá se ukázat, že pro hustotu pravděpodobnosti Studentova rozděleńı pro ν ≥ 1 plat́ı

fT (t, ν) =
1√
νπ

Γ[(ν + 1)/2]

Γ(ν/2)

(

1 +
t2

ν

)

−(ν+1)/2

, (73)

kde Γ(x) je tzv. gama funkce22.

t

normálńı, σ = 1, µ = 0
Student, ν = 2
Student, ν = 4
Student, ν = 8

f(t)

Obrázek 4: Studentovo rozděleńı pro r̊uzné počty stupň̊u volnosti a rozděleńı normálńı.

Studentovo rozděleńı pro ν → ∞ přecháźı v rozděleńı normálńı definované vztahem (71),
pr̊uběhy pro r̊uzné počty stupň̊u volnosti jsou uvedeny v obrázku 4.

Pravděpodobnost, že hodnota t náhodné veličiny T bude ležet v intervalu 〈−tp, tp〉 je možné
vypoč́ıtat pomoćı integrálu

P (−tp ≤ t ≤ tp) =

∫ tp

−tp

fT (t, ν) dt. (74)

Protože, viz vztah (72), plat́ı

t =
x− xs

s
,

můžeme psát

P

(

−tp ≤ x− xs

s
≤ tp

)

= P (−tps ≤ x− xs ≤ tps) =

= P (−x− tps ≤ −xs ≤ −x+ tps) =

= P (x− tps ≤ xs ≤ x+ tps) . (75)

Vztah (75) lze interpretovat tak, že s pravděpodobnost́ı danou hodnotou tp, kterou vypočteme
pomoćı integrálu (74), lež́ı skutečná hodnota naměřené veličiny v intervalu ±tps kolem aritme-
tického pr̊uměru x. Koeficienty tp jsou totožné s koeficienty rozš́ı̌reńı definuj́ıćımi rozš́ı̌renou ne-
jistotu U , viz vztah (32), některé d̊uležité hodnoty jsou uvedeny v tabulce 6. Z tabulky je pa-
trné, že s rostoućım počtem stupň̊u volnosti velikost koeficientu tp klesá. S rostoućım počtem
naměřených hodnot tedy při stejné (zvolené) mı́̌re pravděpodobnosti klesá velikost intervalu, ve
kterém se skutečná hodnota měřené veličiny s touto pravděpodobnost́ı nacháźı.

22Pro celoč́ıselné argumenty plat́ı Γ(n) = (n − 1)!, tuto takzvaně vyšš́ı transcendentńı funkci i pro neceloč́ıselné
argumenty běžně znaj́ı programové baĺıky, jako např. Matlab nebo Maple.
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ν tν,95% tν,99% ν tν,95% tν,99%
2 4,303 9,925 20 2,086 2,845
3 3,182 5,841 30 2,042 2,750
4 2,776 4,604 35 2,030 2,724
5 2,571 4,032 40 2,021 2,704
6 2,447 3,707 45 2,014 2,690
7 2,365 3,499 50 2,009 2,678
8 2,306 3,355 55 2,004 2,668
9 2,262 3,250 60 2,000 2,660
10 2,228 3,169 65 1,997 2,654
11 2,201 3,106 70 1,994 2,648
12 2,179 3,055 75 1,992 2,643
13 2,160 3,012 80 1,990 2,639
14 2,145 2,977 85 1,988 2,635
15 2,131 2,947 90 1,987 2,632
16 2,120 2,921 95 1,985 2,629
17 2,110 2,898 100 1,984 2,626
18 2,101 2,878 ∞ 1,960 2,576
19 2,093 2,861

Tabulka 6: Koeficienty rozš́ı̌reńı pro ν stupň̊u volnosti a intervaly spolehlivosti 95% a 99%.
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A.2 Některé fyzikálńı konstanty

Hodnoty fyzikálńıch konstant uvedených v tabulce 7 jsou převzaty z [10]. Č́ıselná hodnota uvedená
za symbolem ± reprezentuje standardńı nejistotu. Konstanty uvedené bez nejistoty jsou definovány
přesně23.

Veličina Hodnota
rychlost světla ve vakuu c = 299 792 458 m·s−1

magnetická konstanta µ0 = (1,256 637 062 12± 0,000 000 000 19) · 10−6N·A−2

elektrická konstanta ε0 = (8,854 187 8128± 0,000 000 0013) · 10−12 F·m−1

Newtonova gravitačńı konstanta G = (6,674 30± 0,000 15) · 10−11m3·kg−1·s−2

Planckova konstanta h = 6,626 070 15 · 10−34J·s
elementárńı náboj e = 1,602 176 634 · 10−19C
hmotnost elektronu (klidová) me = (9,109 383 7015± 0 000 000 0028) · 10−31 kg
hmotnost protonu (klidová) mp = (1,672 621 923 69± 0,000 000 000 51) · 10−27 kg
hmotnost neutronu (klidová) mn = (1,674 927 498 04± 0,000 000 000 95) · 10−27 kg
velikost měrného náboje elektronu e/me = (1,758 820 010 76± 0,000 000 000 53) · 1011C·kg−1

Avogadrova konstanta NA = 6,022 140 76 · 1023mol−1

Faradayova konstanta F = eNA = 96 485,332 12 . . .C·mol−1

Boltzmannova konstanta k = 1,380 649 · 10−23 J·K−1

molárńı plynová konstanta R = kNA = 8,314 462 . . . J·mol−1·K−1

atomová hmotnostńı jednotka u = (1,660 539 066 60± 0,000 000 000 50) · 10−27 kg
Stefanova-Boltzmannova konstanta σ = (2π5/15)k4/h3c2 = 5,670 374 . . .× 10−8W·m−2·K−4

konstanta Wienova zákona24 b = 2,897 772 . . .× 10−3m·K

Tabulka 7: Některé fyzikálńı konstanty.

23Hodnoty Planckovy komstanty, velikosti elementárńıho náboje, Avogadrovy, a Boltzumannovy konstanty, byly
zafixovány spolu s uvedeńım nové definice jednotek SI, viz [11], dne 20. května 2019.

24Dá se spoč́ıtat jako b = hc/kx, kde x = 4,965 114 . . . je řešeńım transcendentńı algebraické rovnice (5−x)ex = 5.
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A.3 Nonius

Nonius je pomocné měř́ıtko posuvné podél hlavńıho měř́ıtka měřićıho př́ıstroje, jehož děleńı umožňuje
odeč́ıtat z měřićıho př́ıstroje s přesnost́ı větš́ı, než jakou umožňuje děleńı stupnice měř́ıtka hlavńıho.

Jestliže n− 1 d́ılk̊u hlavńı stupnice, na ńıž měř́ıme vyšetřovanou veličinu, rozděĺıme na n d́ılk̊u
stupnice pomocné, pak pro velikost s′ d́ılku pomocné stupnice plat́ı

s′ =
n− 1

n
s,

kde s je velikost d́ılku stupnice hlavńı. Pomocná stupnice je krátká, vedená rovnoběžně podél
stupnice hlavńı, a přiléhá k ńı. Pro rozd́ıl velikost́ı d́ılku hlavńı a pomocné stupnice plat́ı

s− s′ =

(

1− n− 1

n

)

s =
s

n
,

nazývá se nonickou diferenćı a udává nejmenš́ı hodnotu, kterou lze na zař́ızeńı ještě odeč́ıtat.
Vyděĺıme-li obě strany předchoźıho vztahu velikost́ı d́ılku hlavńı stupnice, dostaneme

s− s′

s
=

1

n
,

což je tzv. nonický poměr, který udává, kolikátou část d́ılku hlavńı stupnice lze odeč́ıtat.
U př́ımých stupnic se často použ́ıvá nonius desetinový, kde n − 1 = 9 d́ılk̊u hlavńı stupnice je

rozděleno na n = 10 d́ılk̊u stupnice pomocné. Jestliže např́ıklad pro velikost d́ılku hlavńı stupnice
plat́ı s = 1mm (jak je tomu např́ıklad u posuvného měř́ıtka), pak nonická diference s − s′ =
(1/10)mm, na noniu lze tedy odeč́ıtat desetiny milimetru.

Obrázek 5: Čteńı hodnoty 4,7 na desetinovém noniu.

U desetinového nonia udává nulová ryska pomocné stupnice počet celých d́ılk̊u na hlavńı stup-
nici, počet desetin d́ılku hlavńı stupnice udává ta ryska stupnice pomocné, která je co nejbĺıže
některé z rysek stupnice hlavńı25. Konkrétńı př́ıklad čteńı hodnoty 4,7 na desetinovém noniu je
uveden na obrázku 5. V praxi, např́ıklad u posuvného měř́ıtka, se také často použ́ıvá nonius dvaeti-
nový (n = 20, umožňuje odeč́ıtat s přesnost́ı 0,05mm) a padesátinový (n = 50, umožňuje odeč́ıtat
s přesnost́ı 0,02mm).

25Př́ıklad: Pokud nejsou hlavńı a pomocná stupnice v̊uči sobě posunuty, navzájem splývaj́ı nulté d́ılky obou stupnic
a kv̊uli nonické diferenci s/10 je každý m-tý d́ılek stupnice pomocné posunut o vzdálenost ms/10 před m-tý d́ılek
stupnice hlavńı. Z toho d̊uvodu je desátý d́ılek stupnice vedleǰśı posunut o vzdálenost s před desátý d́ılek stupnice
hlavńı – splývá s d́ılkem devátým. Pokud např́ıklad posuneme pomocnou stupnici o vzdálenost 0,3 s doprava oproti
stupnici hlavńı, bude splývat (v tomto př́ıpadě se třet́ım) d́ılkem hlavńı stupnice už d́ılek třet́ı na stupnici pomocné,
a proto na ńı odečteme hodnotu 0,3 s.
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